Capitulo 5

La Integral Definida

5.1. Particion

Un conjunto finito de puntos P = {zg,x1, 2, - ,x,} es una particién de [a, b]
si, y solamente si,
a=zg< 21 <2< - <y =b.

5.2. Suma Superior y Suma Inferior

Sea y = f(x), una funcién continua en [a, b]. Designemos por m y M sus valores
minimo y maximo, respectivamentem, en este intervalo.

Sea la particién de [a, b], mediante los puntos a = xg, z1,z2, -+ , T, = b, siendo
o < x1 < To--- < xpyllamemos x1—xg = Axq, To—x1 = DNxo, -+ ,Tp—Tp_1 =
Az,

Designemos ahora los valores minimo y méximo de la funcién f(z), en el intervalo
[z0, 1], por m1 y My, en [z1,22] por ma y Ma, -+ en [xy_1,2y] por my y My,
respectivamente, formemos las sumas:

n
Sn = miAzy + melxo + - + mpAzy, = Z m; A\z;
=1
. n
S, = MiAx1 + MyAzo + - + M, Ax,, = Z M;Ax;
i=1
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a: S, llamamos suma inferior y a S, llamamos suma superior.

Propiedades
1. Como m; < M; Vi es inmediato S, < Sy

2. Sea m el valor minimo de f(z) en [a,b]; luego tenemos m; > m entonces:
Sp = miAz1+- - +mpAxy, > mAz1+- - -+mAz, = m(Azxi+- -+ Axy,) =

m(b—a) = S, >m(b—a).
3. Sea M el valor méximo de f(z) en [a, b], M; < M, entonces: S, < M(b—a).
4. m—a) < S, <8, <MD~ a).

5.3. Definicion

Integral definida en sentido de Riemann. Si una funcién f(x) estd definida en
[a,b] y a = zg < 21 < xa < -+ < x,, = b asl en cada uno de los interval-
os [xo, x1], [x1,22], -+, [Tn-1,2n] elijamos un punto que designamos respectiva-
mente por £1,&2, -, &, luego: oo < &1 < 21, 1 <& < xTa, -, Tp_1 < &, < T
en cada uno de los puntos evaluemos: f(&1), f(&2),- -+, f(&n), y formemos la suma:

Sn = f(&) Az + f(&2)Dwa + -+ (&) Dan =D f(&)Am;
i=1
se llama suma integral de la funcién f(x) en el intervalo [a, b], obsérvese que:
n n n
Z m;Axz; < Zf(&)AZEi < ZMiA% > 5, <S8, <8,
i=1 i=1 i=1

Designemos por méx [z;_1, x;], a la mayor longitud de los intervalos [x,, z1], [z1, Z2],
-, [#n—1, zy]. Consideremos diferentes particiones de [a, b] en los intervalos [z;_1, z;]
tales que max [z;_1,z;] — 0.

Si para cualquier particién del intervalo [a, b], tal que max Az; — 0 cualquiera
n

que sean los puntos &;, la suma Z f(&)Ax;, tiende a un mismo limite I, se dice
i=1
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que la funcién f(z) es integrable en [a, b] al limite I se llama integral definida
de la funcién f(z) en [a,b] y se designa por:

/ab f(x)dx

n b
3" f6)0 = [ fa)da

médXAxiHO i—1

Entonces podemos escribir:

los nimeros a y b se llaman, respectivamente, limite inferior y superior de la

integral , a”x” se llama variable de integracion.

Observaciones:

1. Notemos que, el méx Ax; — 0 es equivalente a afirmar que n — oo, asi
pues tambien

n b
lim_ > fle)ba = / f(x)dz
i=1 a

2. Indiquemos sin demostracién que si la funcién y = f(z) es continua en [a, b],
es integrable en [a, b].

3. Si f(z) es continua:

n

b n
lim Z m;Ax; = / f(z)de = lim Z M;Axq

méXAxi—»O i—1 mé,XAxi—>0 i—1

4. Entre las funciones discontinuas hay funciones integrables y no integrables.

b
5. Sigraficamosy = f(x), en [a,b], f(z) > 0, laintegral [ f(x)dz serd numéri-

a
camente igual al darea A del llamado trapecio curvilineo formado por la curva
y = f(x), las rectas x = a,z = b y el eje X.
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6. Observemos que la integral definida depende sélo de la forma de f(x) y de
los limites de integracion, pero no de la variable de integracion, luego:

/ab f(x)dm:/abf(t)dt:---:/abf(z)dz

7. Hemos supuesto a < b. Si b < a, por definicién tenemos:

/abf(x)da: = _/ba f(x)dx

8. Sia = b, por definicién, V f(z) tendremos:
/ flz)dz =0
Teorema de existencia de la Integral.

b
(Enunciado). Sea f continua en [a, b] entonces: / f(z)dz existe, independi-
a

ente de la eleccién de los subintervalos.

5.4. Propiedades elementales de la Integral Definida

1. Todo factor constante se puede sacar fuera del signo de la integral, si ¢ =
constante:

/ab cf(z)dr =-c /ab f(x)dx

2. La integral de una suma algebraica de varias funciones es igual a la suma
algebraica de las integrales de los sumandos, asi:

/ab[f(ﬂf)ig(l’)]dl“:/abf(x)dxi/abg(x)dx

3. Vc € R se tiene que:

/a ) = / " f(@)da + / ’ Fa)dn
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b
4. i) Si f(z) > 0, Vz € [a, b] entonces / f(z)dz > 0.

ii) Si en [a,b], a < b, las funciones f(z) y g(z) satisfacen la condicién
f(x) < g(x), entonces:

/ab f(z)dz < /abg(x)dx

5. Sim y M son los valores minimo y maximo, respectivamente, de la funcién
f(z) en el intervalo [a, b] entonces:

b
m(b— a) g/ f(x)dx < M(b—a)

6. Teorema del valor medio. Si la funcién f(z) es continua en el intervalo
[a, b], existe en éste intervalo un punto ”¢&” tal que se verifica:

b
/ f(@)dz = (b— a)f(€), (a <& <b).

5.5. Integrales Indefinidas

Es claro que la integral de una funcién depende de los limites de integracion asi,
si dejamos el limite inferior fijo y el superior variable, obtendremos una funcién.

Definicién
X

Sea f(x) una funcién continua a ¢(x) = / f(u)du se le llama Integral In-
a

definida de f.

Observacién

x
Sea una integral indefinida ¢(z) = / f(u)du, de una funcién f entonces cualquier

a
otra integral indefinida de f difiere de la primera en una constante.
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5.6. Continuidad de las Integrales Indefinidas

Teorema

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo [a, b], sea a un punto arbitrario de

xT
[a, b], entonces la integral indefinida: ¢(z) = / f(u)du es continua en [a, b].
o
La demostracién queda propuesta.

Propiedades

T

a) Si f > 0 entonces ¢(z) = f(u)du es una funcién creciente.

s~

x

b) Si f < 0 entonces ¢(x) f(u)du es una funcién decreciente.

Q

T
c) Si f =0 entonces () / f(u)du = 0 = funcién constante.
[0

5.7. Las Funciones: Logaritmo y Exponencial

En este texto hemos estado usando las funciones logaritmo y exponencial, aprovechan-
do los conceptos que cada lector trae consigo acerca de estas funciones, pero de-
bido a su gran importancia en el andlisis matematico y con la ayuda de la integral
definida, repasaremos aunque desde otro punto de vista dichos conceptos.

Por razones obvias, solo estudiaremos el logaritmo natural, es decir, en base ”¢e”
(e = 2,71828182849) es decir logx

Definicion

Para x > 0; la funcién:

1
logx —/ —dt
1t

recibe el nombre de logaritmo natural o logaritmo neperiano la funcién es
1

monétona creciente, como logl = Edt = 0 se deduce también que logx < 0

para 0 < z < 1 y que logx > 0, para x > 1. La recta x = 0 es uan asintota
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vertical dado que: Hm+ logr = —oo (Figura 1)
z—0

Por medio de la definicién de la integral definida es facil verificar:
b

b1 a1 b
/ dt—/adu—log<>; (ab > 0)
o b 1 U a

Sean ahora x1, x5 dos nimeros positivos arbitrarios. Empleando la regla de adi-
tividad, tenemos:

r1x2 1 1 1 T1T2 1
log(x1x2) —/ tdt_/ tdt+/ Edt
1 1 1

L1L2

= log(1) + log <a:1> = log(z1) + log(z2)

Por lo tanto, los logaritmos naturales satisfacen en todo su dominio la ecuacion
funcional f(z122) = f(x1) + f(z2). De aqui se sigue, ademds, que:

a) log (“) = log(z1) — log(z2)

Z2
b) log(z™) = nlogx ( n entero )
1
c) log/x = —log(x) (n entero )
n
De las dos tltimas reglas, obtenemos finalmente que log(x") = rlog(x), siendo r
cualquier ntimero racional.
Definicion
La funcién inversa de y = log(z) se llama funcién exponencial neperiana y
se representa por f(x) = expx 6 f(x) = €* y evidéntemente por ser inversa se

tiene: f(x) € RT, Vo € R x € R, es mondtona creciente y verifica las siguientes
identidades: log(exp =) = x, exp(log(x)) = z, por lo tanto:

exp(0) = exp(log(1)) = 1

Ahora sean = e y dos ntimeros reales y r un nimero racional, luego:
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a) exp(z +y) = (expz)(expy)

b) exp(z —y) =

exp T
expy

c) (expx)" = exp(xr)

Notas

1.
2.

5.8.

En este texto usaremos logzx, expx y €e”.

Nétese que a partir de la siguiente definicién Va > 0, Va € R : 2@ = ¢@L(®);

podemos volver a estudiar la funcién potencial: f(z) = z%, por ejemplo a
decir de paso para a > 0, f(x) es estrictamente creciente y para o < 0; f(x)
es estrictamente decreciente, .... etc.

. El lector estusiasmado con la integral tan fundamental en el andlisis, debe

consultar entre otros, por ejemplo: Joseph Kitchen Jr. Calculus of one
variable 6 de Courant y John. Introducciéon al Calculo y al andlisis
Matematico, para afianzar sus conocimientos en cuanto a la Teoria.

Problemas Resueltos

. Si f(x) = 2? sobre [0,1] y la particién P = {0, 0.5, 0.7, 0.9, }. Hallar : Sy

y Sa
Solucion.

4
a) Sp=> MAx;=025(0.5—0)+0.49(0.7 - 0.5)
=1

+0.81(0.9 — 0.7) + 1(1 — 0.9) = 0.485

4
b) Sy = Z Az =0(0.5—0) + 0.25(0.7 — 0.5) + 0.49(0.9 — 0.7)

+0.81(1 — 0.9) = 0.229



Luis Zegarra. La Integral Definida 9

2. a) Dé un ejemplo de una funcién para la cual la integral inferior sea igual
a la integral superior.

0 si z irracional
b) Si f(x) = demuestre S, no es igual a S,,.

1 si x racional

Solucion.

a) Supongamos f(x) =3 Vx € [a,b]. Si P = {x0, 21, - , %y} es una par-
ticién de [a, b], entonces m; = M; = 3, por lo tanto,

Sp=) 3(xi—zi1)=30b—a); Sp=> 3(x;—xi1)=30b-a)
=1 =1
luego S,, = S,
b) Si P = {xo,x1, - ,2zn}, es una particién, entonces m; = 0, porque

existe un numero irracional en [z;,x;—1] y M; = 1, porque existe un
nimero racional en [z;,z;_1], por lo tanto:

i = ZO(CL‘Z - xi_l) = 0, Sin = Z 1(IL’Z' - a;i_l) = (b - a)
i=1 i=1
= S, # Sn.
3. Sea f:[0,1] — R definida como:

T si x esracional

fz) =

2 si x esirracional

1
y sea P ={0,0.1,0.2,---,0.9,1},. Determine S19, Sip y calcule / f(x)dx
0

considerando S,,

Solucion.
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10
Si0=> 2@ —21)=2-0,1+2-0,1+2-0,14--+2-0,1=2
i=1

10
Sio=>_ mi(wi —2;1)=0-0,1+0,1-0,14+0,2-0,14---40,9-0,1
1=1

=0.1(0,1+0,240,3+---+0,9) = 0.45

Sea P = {xg,x1, - ,xn} € [0,1]; Sy = 2Az1 + 2029 + 2 w3+ -+ 2Ax),

1
Sn:2(A:c1+A:c2+-~-+A:cn):2~1:2luego/ f(x)dz = lim S, =
0

n—oo
lim 2=2
n—oo

b
4. Calcular la integral / kx dz, (b> a)

Solucion.

Desde el punto de vista geométrico, el problema se reduce al calculo del
area del trapecio limitado por las recta y = kx, xt =a, x =bey =0.

Dividamos el intervalo [a,b] en n partes iguales la longitud Az de cada
intervalo parcial serd igual a

h—
szia, Ax —0 si n— oo.
n

Las coordenadas de los puntos de divisién son:

a=x9,x1=a+ Az, zo =a+2Ax, -, T, =a+nAz,

como &; tomemos los extremos izquierdos de cada subintervalo, sean:
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Si=a,&=a+ Az, 3=a+20x, - & =a+ (n—1)Ax

Sn =Y fl&)Azi = k& Az + k&Ax + -+ k& A

i=1
=kalAx + k(a+ Ax)Ax + - -+ kla+ (n — 1) Azx]Ax
=k{a+ (a+ Lzx)+ (a+20z)+ -+ [a+ (n— 1) Az]} Ax

= k{na+ [Nz + 20z + -+ (n— 1)Az]} Az

=k{na+[1+2+ -+ (n—1)]Az} Az, como Ax = Ta’ tenemos:

S na+n(n—1)(b—a) (b—a):k a+n—1(b—a) (b—a)

" 2 n n n 2 ’
_ 2 _ 2

por lo tanto, lim Sn:k[a—l—l-b2a] (b—a)= b 2@ asf:

b 2 2
/kxdx—kb 2“.

b b3
5. Demuestre que: / 22dx = 5
0

Demostracion.

Dividimos el intervalo [0, b] en n partes iguales mediante los puntos: z¢g =
b
0, 1 = Ax, ©9 = 2Nz, ,x, = nlx = b = Az = —, ANz — 0 si

n
n — 00, como &; tomemos los extremos derechos de cada intervalo:
Sp=230x + 230+ + 22 Ax = [(Ax)2Ax + (207)2 A + -+

(nAx)?Az] = (Ax)3[12 4+ 22 + -+ +n?)
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3 3
- L) (1 (g, 1),
n 6 6 n n

b3 b3 b b3
lim S, = —(1)-(2) = lim S, = 3 luego / aidr = 3
0

n—00 6 n—00

b
6. Probar que: / e“dr = e¥ — ®
a
Prueba

Dividamos el intervalo [a, b] en n partes iguales: xy = a, ©1 = a+Ax, - ,x, =
b—
a+nlx; Ax =

0s la suma: S, = e?Ax + e HOTAL 4o 4 P FHOTDAT AL — 0(1 4 BT 4
28 4. 4 en—1)la )Ax, la expresién entre paréntesis es una P.G. cuya
razén es e~ y su primer término es 1, luego:

a L
, como &;, tomemos los extremos izquierdos, y formem-

entr Ax
Sn = €awAl' = ea(e"Ax — l)m, Ar —0=—=n—
1
ycomo Mm rg—vrrs = L ast lim S, = et — 11 =¢" —e"

7. iPara qué § > 0 se deduce la relacion

n—1

iy
/ senxdx — Z sen&; Ax;| < 0.001
0 i=0

de la desigualdad max Ax; <6 ?

Solucion.

Como S, < I, < S,, entonces para que se cumpla la desigualdad pedida
basta con que 0 < S, — S, < 0,001, pero

n—1 n—1
Sn — Sn = (MZ — mz)Al‘z < 5Z(MZ — ml)
=0 1=0
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donde M; y m; los valores maximo y minimo de la funcién senz en [x;, x;41](i =
0,1,---,n—1).

T
Eligiendo para simplificar x = — como uno de los puntos de divisién y como

. ™ ™ .
senx es monotona en [O, 5] y [E,ﬂ'} se tiene:

n—1
Z(Mz —m;) =2 <seng - sen()) =2

=0

Por lo tanto, se satisface la desigualdad pedida si 26 < 0,001, es decir,
d < 0,0005.

8. Demuestre que:

/ senxdr = 2
0

Demostracion.

T
Procediendo en forma analoga al ejercicio N° 5 se tiene: Ax = — y la suma
n
n
de los extremos derechos es .S, = Z(sen kAz)Ax luego se tiene que:
k=1

& Az " 1 1
Z 2senk Az sen7 Z [cos <k — 2> Az — cos <k + 2> Aa:]

=1 =1
S, =k _k

Ax Ax

2 sen=- 2sen7

2sen7x 256%73:
Az Ax
Sh 2 QCOSi asi: lim S, = lim 2 QCos—x =2
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9. Mediante la definicién, calcular la integral
b
a) / 2Pdr; p#—-1; 0<a<b
a

b1
b) —dz; 0<a<b
0 T

Solucion.

Para a) y b) tomaremos la misma particién de [a,b], es decir los puntos
1 {

. b\ n b\ n
siguientes: xg = a, r1 = a | — o, xp=al| — = b que forman una
a a

b
P.G. de razén ¢ = <> ™ > 1(); nétese evidéntemente que los Az; no son
a

iguales y valen Az; = aq'(q — 1).

Por lo tanto, la longitud méxima de los subintervalos es igual a:

n—1 1
< n—1 b n b E
mix Az; =aq" (¢g—1)=a| - — -1
a a
y tiende a cero cuando n crece, ya que lim ¢ = 1, ahora tomemos como
n—oo
los &; los extremos: & = aq¢'t1(i =0,1,2,---,(n — 1)) y formamos la suma
para a)

n—1 n—1
Sn=Y &Nz =Y aPq" P ag(q—1)
i=0 i=0

sumando

_ pFle pq(p—i-l)n—l_ +1 _ _p+ly.p q—1
=a"" (g —1)g | =" —a )qqp+1_1
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Calculando el limite de la suma cuando méax Ax; — 0, es decir ¢ — 1, se
tiene

-1
, _ —+1 o p+1 ’ )
b S = (7 — a7

+1 1
— (bp-H _ ap—l-l) lim o? 1 — b —at
g—1" P+ g7 4 g p+1
Para b), la suma queda:
n—1 n—1
1 1 . qg—1)n
S0= 3 g hni= Y —rad(g -1 = 2
i=0 >* i=0 4 4

)

b
1 (b 9\ 4
En (*) tomemos logaritmos y queda: log(q) = —log | — |, n = ———*
n a log(q)
por lo tanto:

g ) b\ (¢—1) _ b\ | 1
o1 5 = iy leg <a> dlog(q) 1 <a> s 1

log (Z) logl(e) — log(b) — log(a).

10. Demostrar que:

a 1
/ xpdm:ap+1/ 2Pdx; a € R, peN
0 0

Demostracion.

De inmediato, tenemos:

a " sa\Pa ~ i? 1 1
2Pdr = lim E (—z) — =g 1im E — ) ==t 2Pdx
0 =00 £ n n n—00 n n 0
1=

=1
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11. Sea f una funcién integrable tal que f(c¢ — z) = f(c + x), para un cierto
nimero fijo ¢. Demostrar a partir de la definicién de integral que:

/cia f(z)dx = /CC+a f(z)dzx

Demostracion.

Tenemos que:

| s = tim 3 s o &
cra i=1

c—(c—a c+a—-c a 3 .
donde: Az; = ( ) = = —, asi continuando con (1),
n n n

n

= tim 3o (emaril) D= tim 3 e (e —i0))
i=1

=1

n
aplicando la condicién f(c—z) = f(c+x), se tiene que: lim g [C +(n— i)g} g,
n—o0 £ nln

sean—i=kahorasit=1=—=k=n—1; sii=n=— k=0 asi queda:

n—1 al a cta
i S [erkt] 2= [ payas
k=0 ¢

12. Demuestre usando la definicién de integral que:

a) /Oaf(x)dm = /Oaf(a —z)dz
b+

k
f(x —k)dx
a+k

) /abf(m)d:):—;/]:bf(i) dz, (k£ 0)

Demostracion.

) | ' fla)de =
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a)
/O f( :AgZIgOZf 332 xz—l—l_xz)

= lim > f(xi)l(a— ) — (a— i)

=1

yseaa—x; =t; luegox; =0=t;, =ay x; =a=1t; =0, nitese
que si Az; — 0= At; — 0

= lim Zf a—t)(t; —tiy1) = — hm Zfa—t tiv1 — t;)

At;—0
0 a
= —/ fla—2x)dx = / fla—x)dx
a 0
b+k
b) flx—k) = hm Z f(z; — k)Az;, pero ndtese que:
a+k

A.Z‘Z' =

btk—(atk) :b;a:Ati donde z; — k = t; de aqui si

n

ri=a+k=1t,=aysixz; =b+k=t; =0b; luego:
n b
— Agﬁ();f(ti)mi = /a f(z)dx
¢) Por se andlogo queda propuesto.

13. Sea f integrable, demostrar usando la definicion de integral que:

0 a
a) Si f es par: f(z)dx = / f(z)de = =
—a 0

5 C; f(z)dx

0 0 a
b) Si f es impar: f(z)dx = —/ flx)dx y f(z)dz =

Demostracion.
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a) f par = f(z) = f(-=)

0 n n
f(x)dz = 7}1—{202 f(&)Dx; = Zf[—a + (i — 1)Az]Ax
- i=1 i=1

donde: Ax = 0_7(_@ 4 L_O; entonces
n n n

/a f(z)dz = lim z”: (&) Ax; = i fliLz) Az,
0 e i=1

por demostrar

n

Z f(=a+ (i —1)Ax) = Z fiAx), en efecto
i=1

=1

como f es par:

:f(nZ)+f(n—1)Z+---+f(22)+f(1Z)Zif(iﬁx)

i=1

1

para demostrar / f(z)dz = 5
0

a
f(z)dz, f par usemos que:
—a

a 0 a
3 f(z)dx = 3 f(x)da:—i—/o f(z)dx

pero por lo anterior
a
=2 / f(x)dx
0
vy queda lo pedido.

b) Es andloga, queda propuesta.
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3n
1 2
14. Encontrar el lim ay, si ay, :/ = (e dx
n— o0 n 2n z+1

Solucion.

1 < sen2x
2n(z+1) = 2n(zx+1)

1 N /3” ldz < /3" sen2x dx < /3” ldx h
_ — _— _— ——— ahora
2n(x + 1) n 2n(z+1) — J, 2n(z+1) — J, 2n(z+1)’

por el teorema del valor medio:

/3”1dx_1 L[g _ }_L o
ozt 1) 2n el T M T e

Sabemos —1 < sen2zx < 1,Vx € [n,3n], —

e n,3n]. . I (/i’m lde > 1i ! 0, ademds como
n,3n] ... lim ———— | = lim —— =0, m mo:
n—00 n 21’L(ZE + 1) £—o0 é' +1

/3n dr - - /3n dr .y 0
n 2n(x+1) = fn = n 2n(z+1) oo 1

15. Demuestre que:

< [ V@i

/ab f(x)dx

Demostracion.

Como —f(z) < [f(x)] vy f(z) < [f(2)] = —[f(2)] < f(z) < [f(2)], Vo €

[a, b] entonces

—/ab\f(x)dxg/abf(x)dxﬁ/abf(x)’dﬂ%

/ab f(x)dx

16. Por medio del teorema del valor medio acote la integral:

5
/ v dx
1 1‘24—1

b b
como: / |f(z)|dz > 0 entonces < / |f(x)|dz.
a A
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17.

18.

Solucion.

Teorema del valor medio si f(z) continua en [a,b], 3¢ € [a.b] tal que

/ flx)=(b—a)f(&), luego:

4
/1 x;j_ lda: =0B-1)f¢&) =4 523_ como 2 § es continua en [1,5] y
ademads es decreciente (verifiquelo),luego el menor valor que puede tomar
46 20 10 4¢

es para £ = 5 —

lepg ;10 4¢
uego : B et

; y el menor £ =1 =

_ < =2
2+1 26 13 241 ’

< 2, por lo tanto:

10</5 a: dr <
13_1.T2+1 -

Encuentre el limite de la siguiente sucesién:

\V]

Solucién.

/1+ —
1

1 1
apn = Ef(g) =

[1+—1] ¢ = %f(g),fe [1,1+H

;sin — 0o = & — 1 luego:

(1+€)
1 Ve

Ao =l g

por el método del problema 16).

= 0, (este problema se puede resolver también

x
1
Como logx = / —du; probar que loge =1
1 U

Prueba
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Luis Zegarra.

1\" 1\"
Como e = lim <1—|—) = loge = log lim <1—|—) , la funcién
n—o0 n n—o0o n

x
f(z)dz es continua (verifiquelo) entonces logz es continua,

o(z) =

luego:

[0

, N 1
loge= lim log(1+— )] = lim nlog |1+ —
n—oo n n—0o0 n

1

1 LA | 11 1
ademas: log <1 + ) :/ " _du==-=;u¢ (1, -+ 1), con lo que:
n 1 U n u n

1 1 1
loge = lim (n> = lim = =1.
n u n—oo U

n—oo

19. Calcular:

1 (1—1-:1:) 2”\/l'+1dx

b) lfm

a) ilir(l);log 1—=x n—oo . $2+1
Solucioén.
a)
, I+z\
ili% Elog <1_$> = ilir(l)[log(l + ) —log(1l — z)]
1 1+z 1 1—x 1
:h’m[/ dt—/ dt] =
z—0 T 1 t 1 t
I 1[(1+ HE 1) }
im — r—1)——-(1—-2z—-1)—
=0 % &1 13
donde: 1 < & < 14z; 1 <& < 1—ux, se uso el teorema del valor
medio, asi:
1 /x T 1 1
= lim — +> =lm —+4+lim—-—=1+1=2
2—0 <§1 /) 22086 2208

/ 1
14—
V1 1
tr_ L comon<zr<?22n—1l+-<2—
T

) 2241 2324 p-1/27
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@/1+%<ﬂ (1)

y por otra parte /2 + z=1/2 > 23/2 (2) luego por (1) y (2)

/ 1
1+ —
L < V2 g73/2

0< B 1
de donde
2n 2n
1
0< ;H d < \/5/ 2324z,
ahora por ejercicio resuelto N° 9 (a) , con p = —3/2, resulta:

o Jr+1 1 1
0< de<—2\/§ — -,
x2+1 Von  /n

de donde por el teorema del sandwich se tiene:

, 41
lim —dzx =

noo f @241

n

0

n
20. Demostrar: log [ lim (1 + E) } =x
n

n—oo

Demostracion.
Por la continuidad de la funcién logaritmo, se tiene:
L2
n n + = 1
log[h’m (l—i—E)]:limlog(l—i—E) :h'mn/ v —dt
n—oo n n—oo n 1 t

ahora por el teorema del valor medio; se sigue:

= lim nf-gcon1<§<1—|—£,ﬁnalmente
n—00 § n n

1
=z llm —=zyaquesin—o00o=— ¢ — 1.
TL"OOé-

22
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21. a) Demostrar usando la definicién de logaritmo, que:

b) Aplicar a) para demostrar 1im

xX
1
log(l+x :/ —dt, x*>-1
gL+ = |

log(14+x) )

z—0 T

Solucion.

14z 1
a) log(l+z) = / ;dt, tomando la particién del intervalo [1,1 + z],
1

como: tg = 1; t1 = 1+ At,--- ,t, = 1+nAt = 14z de donde: At = z
n

1 .
eligiendo & = 1 +iAt = f(&) = TF it se tiene
log(1+4x) = nh_)rgoz . —i—zAt - At = lim Z (1);

por otra parte, para

xX
1
/dt se tiene; tg=0;t1 = At;---;tp, =nAt==x
0

1+1¢
de donde: At = — y eligiendo &; = iAt = f(&) = ToiAe , luego:
n
| - nE&ZH Y Af—nlzﬂoim, )
1
Por (1) y (2) se tiene lo pedido.
De inmediato se tiene:
. log(1+2z) B 1 1
l“ll% T _:c—>0I/ 1+tdt ili%x( 0)14—57
1
con 0 <¢é<ax, = hmi 1.

—01+¢
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22. Demostrar
x .
az—?<log(1+x)<:1:, sio x>0

Demostracion.

Sea t > 0, entonces: 1 — 2 < 1 < 1+t de aqui

1
l-t<——<1; 1+4t>0
1+¢

/(1—tdt</ dt</ dt
0
/dt—/ tdt <log(l1+x) <

J:—%<log(1+x)

luego:

24

Nétese que el limite de 21 b) también puede demostrarse usando esta de-

sigualdad.

23. Demostrar:

T

-1
a) lim (1—!—%)”:6‘70 b) Sia>1, }:ii)r%)a . = log(a)

n—oo

Demostracion.

a) De inmediato por ejercicio 20.

log[lim (Hzﬂ — 7 < lim <1+£>n:€I
n

n—o0 n n—oo

log(2)

log(a)

b) Seaa” =z <= zlog(a) =log(z) <= x =

isic — 0= 2—1
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, - , z—1 3 z—1
luego: }:I_)I% = log(a) ;1_{1% log() log(a) ll_)n% /zldt
1 ¢t
ahora por el teorema del valor medio = log(a) h’m1 Ll con 1 <
z—
(z=1)7

3

¢ < z de aqui resulta = log(a) yaquesiz -1 = ¢ — 1
Nota. Compare b) con ejercicio resuelto N° 30 (v) del capitulo 4.

Veremos més adelante otros métodos para mostrar estos limites con
ayuda de la derivada.

24.  a) Demostrar que ¥Yn € N
1 1
log(n) < 1+§+~--+; < 1+log(n)

1 1
b) Sea a, = (1 + 5 + -+ > — logn. Demostrar que la sucesion de los
n

a, es estrictamente decreciente.

¢) Demostrar que la sucesién de los a,, converge a un niimero compren-
dido entre 0 y 1.

Solucion.

1
a) Sea k — 1< x <k, como f(x) = — es estrictamente decreciente
x

de donde:

/k 1dx</k 1dx:>1</k ldaz::>i1
k-1 k k-1 7T k k-1 T k

n k 2 3

1 1 1 1 1 1
E / d:z::>++~-+</dx+/ —dx
k1T 2 3 n 1T 9 T
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"1 1 1 1 "1
+- —dr=1+-++-+-<1+ —dx
n-1 2 3 n 1

1 1
:é1+§+~-+g<1+wmz (2)
De (1)
k k k
1 1 1 1
/ d:c</ dr = —dr < ——
k-1 -1 k—1 k1% k—1
n k n n
1 1 1 1 1 1
= —dr | < — = —dr < -+ -+
Z(/k—lx:E) k—1 /1xx 1+2+ +n—1
k=2 k=2
1 1 1 1 1
logn <logn+—-<1+ -+ 4+ ——+ — = logn <1+
n 2 n—1 n 2
1
e = 3
ot (3)
1 1
asipor(2)y(3):l0gn<1+§+---+f<1+logn.
n
b) Por demostrar a,+1 < an,
1 1
Seaan—an“:{(l—i-+~-+>—logn]—
2 n
LT log(n +1)
— ... — _0 n .
2 n+1 g
1 n+1 1
an—an+1:log(n—i—l)—log(n)—n_i_l:log< p >_n+1

1
1 1 o 1 ,
=log|(1+—|— = —dt — ——, por el teorema del valor medio
n n+1 1 t n+1

f()l 1 1 1 1

- — = -.- — ——— pero com

n n+l & n n 4 1 PO como
1

H

1
1 <E<T+ —
n

LS
n n+1

1
1<§<1+;:¢

M| =
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, n+1 1
asi log > 1 = Gn > Apt1
n n

¢) De inmediato por (a)

1 1
logn<1+§+---+—<1+logn
n

1
0<(1++"-+>—logn<l
n

27

asi: 0 < a,, < 1, lo que prueba que estd acotada y por b), entonces: a,

converge.

25. Pruebe que:

/logxdq:<Zlogk:</ log xdx + logn
1 1

k=2
y calcule
1
Nn
lim ™
n—oo n
Prueba

Como log x es estrictamente creciente, se tiene

log(k —1) <logx < logk

Luego si:
logx < logk, entonces

k k k
/ logxdx < / log kdx = logxdx < logk
k—1 k—1 k—1

:>zn:/k log:cdx<zn:logk
=27 k—1

k=2
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2 3 n n
:>/ logmdx—l—/ logaz+-~-+/ loga:dx<Zlogk:
1 2 n—1 P

:>/ logx dx < Zlogk
1 k=2

analogamente de (1):
k k
log(k —1) <loger = log(k — 1)dx < / logx dx
k—1 k—1

k

n k k
:>log(k—1)</ logxdx:>Zlog(k—1)<Z/ logx dx
k=2 k=2 "7k—1

k—1

n n n
:/ logzdx:>Zlog(k1)+logn</ logx dx + logn
1 s 1

= Zlogk‘ </ logx dz 4 logn
k=2 1

de donde por (2) y (3):

/logmda:<Zlogk:</ logx dx + logn
1 P 1

b)

/logxda:<Zlogk‘</ logx dx + logn
1 Pt 1

zlogn — z |7< logn! < zlogx — x |{ +logn
nlogn —n — (0 —1) < logn! < nlogn —n+1+logn

nlogn —n+1 <logn! <nlogn —n+ 1+ logn

28
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! 1 1
logn — 14 — <logn!n <logn—14+ —+ o9
n n n
1

1 Nn 1 1
L1t oo | Y 14 -4

n n

n

1
1 Nn 1 1

lfm (—1+ > < 1tm tog | ™ | < tim <—1+ + Og")

n—oo n n—oo n n—o0

n
1 1 1
Nn Nn Nn
1< timdog | ™| < 21— gog ttm P g PO
n—oo n—oo n n—oo n

26. Probar que

1l k !
lim — E log|—) = log xdzx
TN " 0

y deducir de este resultado que:

limite que fue calculado en el ejercicio anterior.

Prueba

Como la funcién logaritmica es estrictamente creciente
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k k 1 k (k+1)/n
— < x=log () < logx = —log () </ logx dx
n n n n k/n

k+1)/n 1
logx do = /1 logx dx (1)

n

1 n—1 k n—1 .
k=1 k=1

n

analogamente:

k+1 k41 (k+1)/n 1 k+1
< — = logx <log| — | = logx dx < —log
n n k/n x n
Estas tdltimas desigualdades son vélidas para k& = 0, porque la funcién

logaritmo es integrable en (0, —|; por lo tanto se deduce
n

n—1

-1
1 k41 n (k+1)/n 1
—Zlog <+> >Z/ logxdac:/ logx dx (2)
n =0 n 0

k=0 7 k/m -

n .
ahora, observando que log (—) = 0, se ve que las sumas consideradas en
n

(1) y (2) son idénticas, luego:

1 1 n k 1
/ logxd:v<—2log () </ dx
0+ nkzl n 1/TL

1

1
tendiéndo al limite y como — — 0 la integral / log x dx tiene por limite
n 1/n

1
/ logx dx, y por lo tanto, se tiene lo pedido.
o+

Asumiendo que

1
/ logx dx = —1
0+

(integracién por partes como se verd més adelante), se tiene de inmediato
que:
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27.

28.

1< k
1’ - l - == _1
Jim ”,;1 og <n) (3)

y €cOmo:

Unl Y1-2-3---n

Up = = = log(u,) =
n nm

1 1 2

— [log <> + log () + .-+ log (n)]

n n n n
1o k

= log(un) = — Y log <> =—1 por (3)
n &~ n

se tiene de inmediato que u, = e .

Sea f una funcién continua, estrictamente creciente y tal, que f(0) = 0. Sea
g su funciéon inversa. Mostrar graficamente que, para todo par de niimeros
positivos a y b

/Oa f(z)dx + /Obg(m)dx > ab

Demostracion.

A1 = Area OARO

Ay = Area OBCO = Area OB1PO
Ay + Ay = ab+ Area PQRP de donde

Sea a > b; de la figura

A1+ Ay > ab

a b
/ f(z)dx + / g(z)dxr > ab la igualdad se verifica cuando las curvas se
0 0
intersectan sobre y = x =a = b.
Sea f una funcién monétona y positiva definida en [a,b],0 < a < b. Sea g la

inversa de f y témense a = f(a), B = f(b). Por medio de la interpretacién
de la integral como &rea, mostrar que:
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29.

Bg(y)dy =b3 —aa — bf(ﬂf)dw
/ /

a

Solucion.

De la figura se tiene:

y de inmediato por geometria A + B = b8 — aa de donde se obtiene el
resultado.

Partiendo del significado geométrico de la integral, demostrar que
r 1 a? x

Va2 —z2dr = 2%V a? — 2 + ?Arcsenf, 0<z<a
0 a

Demostracion.

X
La integral / vV a? — 22dx expresa el drea OAPX de la porcién de circulo

0
de radio a que cae en el primer cuadrante, asi:

Area OAPX = Area NAOPX + Area OAP.
1 T
Area AOPX = 2T =5 a? — x? (1)
Area del sector OAP, es:

1
Area OAP = 507“2 donde

T T
sen = — vy 0= Arcsen—,
a a
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finalmente:

x T a? T
/ Va2 — x2dx = 5\/ a? — 22 + ?Arc sen=
0 a

30. Sean f(x)y g(z) integrables en (a,b), demostrar la desigualdad de Schwarz-

Bunyakovsky:
(/ bf(:n)g(:n)dx>2 < [ P [ o

Demostracion.

Sea la funcién F(z) = [f(z) + Ag(z)]?, de donde A es un nimero real
cualquiera, y se sigue

2 b b
F@ @) 2 0= 3 [ Pa)da-2h [ f@g@dot [ Pade=0

trinomio cuadratico respecto a A, debido a la condicién siempre positiva o
cero de la desigualdad inicial, se debe tener

A <0 Uabf(x)g(x)dxr _ /ab P(a)de /abg2(x)dx <0

de donde se obtiene lo pedido.

31. Demostrar, mediante un razonamiento geométrico:

a) Si f es creciente y tiene un gréfico céncavo en [a, b], entonces:

b a
(b—a)f(a) < / f(z)dz < (b— a)f();f(b)

b) Si f es creciente y tiene un grafico convexo en [a, b, entonces:

a b
-0 < [ fan < 0- a)s0)
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Demostracion.

a) Sin perder generalidad, supongamos f(x) > 0. Por la condicién de
concavidad la curva esta por debajo de la recta que une los puntos

A(a, f(a)) y B(b, f(b)), por lo tanto:

Area trapezoide aABb es mayor que del trapezoide curvilineo a ABb,
limitado por arriba por el grafico f, es decir:

b a
/ f(z)dr < (b— a)f();f(b)

y es inmediata la desigualdad
b
[ t@ds> - a)1(@
asi queda lo pedido.

b) El razonamiento es anilogo, queda propuesto.

32. Demostrar las siguientes acotaciones:

4
1
a) 0.2 </ - dr<021
3 V25 — cos?x

/3
b) 0.21 < / S g < 0.24
/4 T

1/2 1
c) 0.5 < / dr < 0.6
“172 /(1 — 22)(4 — 22)

Demostracion.

a)
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0<cos?r<1<=25—1<25—cos?x <25 <—

1 1
< < —

V25 —cos?x T /24

| =

1 /4 4 1 1 4
— dz < dz < dx
5 /3 a /3 V25 —cos2x V24 /3

4
1
<~— 0.2 S/ ——dx < 0.2041 < 0.21
3 V25 — cos’x

b)
T Senz
M=f (Z) -
4
42
_AY2 4 000
2
v
T Sen—
m=1(3)=—=°
3
3
_ 384 ggr
T 2
w/3
asi entonces, 0.827 (E — E) < / SCNT 1 < 0.90 (I _ E) —
3 4 7r/4 o 3 4
/3
021 < 0.2165 g/ Se;mdx < 0.2356 < 0.24
/4

¢) queda propuesto.

33. Demostrar

1 4
1+x
1.01 </ —————dz < 1.042
0 V142

Demostracion.
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4 2\ 2
Usando 1 + 22 < 1+ 22 + ro_ (1 + :E) obtenemos:

4 2

1 4 1 4 1 4

14z 142 14z

——dx > ——dr =2 ——dx

/0 V1+ a2 0 1+$j /0 2+ 122

2
14 a* 5
de donde efectuando la division: ﬂ =22 24 "
2+ z2 2 42

1 1 1
dz 2 10 1

2 a:2dx—4/ dm—i—lO/ — = — — 4+ —Arctg— = 1.0187
/0 0 0o 2+x% 3 V2 g\@

luego:
1 4
1+x
— " 4z >1.01 1
0 V1+ax2 )
Por ot te, aplicando la desigualdad de Sch £(x) 1427
or otra parte, aplicando la desigualda € dcnwarz, con X)) = —F/—
parte, ap 5 Vita?
y g(x) =1, se tiene
1 4 2 1 4\2 1
1 1
</ de> S/ (“"de/ de
o V1+zx2 o l+=x 0
1 4 1 2 8 1 1
1 142
| s [P [t [t
o V1+z? 0 1+=x 0 0
1 1 1 1 4
d 1
/x2dx—3/ da;+4/ 5”2;/ T e <
0 0 o L+z% Jo V1422
1 1 T
41344210413 2
775t T @)

asi entonces por (1) y (2):

1 4
1+
1.01 < —————dzx < 1.042
/0 V1422
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34. Demuestre que:

w/2 \/7?
1< vsenx dr < ——=
/0 3v2

Demostracion.

™ .
Para 0 <z < 5 se verifica que:

0 < senx < x = /senx < \/x

0 <senr <1=— senx < . /senx

de donde: senz < y/senx < \/x; como para = % se cumple la desigualdad

estricta — < \/7 \/7 se tiene

/2
/ senxdr < / vsenx dx < / 212 dy
0

aplicando resultados de ejercicios resueltos N°¢ 8 y 9 (I) se tiene lo pedido.

35. Demostrar:

w/2
/ ehsens gu o (1 Z k) (1 > 0)
0

2k
Demostracioén.
senz T

Como la funcién f(z) = es decreciente en <0, 5), entonces f(x) =
senx T 2

> f (—) = —, por lo tanto en este intervalo senx > —z luego

x 77 0
N w/2 ok
e—ksenz o o=3tw / TRSENT < / e~ =% dx, por ejercicio N° 12
0 0

(c) que dice:
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pb T b w/2 —%l' T —k
/ f () dx = p/ f(z)dx resulta: / e T dr=—— e’ dx
pa p a 0 2k 0

y ahora por ejercicio N° 6, se tiene:

w/2
—ksenx ™
dr < ——
/0 e x o

(e*k — eo) =—(1- e*k)

1
36. Estimar la integral / V1 + z* usando:
0

a) El teorema del valor medio.
b) El teorema de acotacién.

c¢) El resultado del ejercicio resuelto N° 31 (a).

4
d) La desigualdad v1+ 2% <1+ %

e) La desigualdad de Schwarz.

Solucion.

1
a)/ox/1+a:4dx:\/1+§4; 0<€<1

pero

1
1<\/1+£4<\@<:>1</ V1+atde < V221414
0

b) Como f(x) = V1+a* es creciente en [0,1];m = f(0) = 1, M =
f(1) = v/2 que coincide con el resultado dado en (a).

¢) Como f(z) = V1+ 2% es céncava en [0,1], (verifiquelo usted), apli-
cando el ejercicio N° 30 (a):

2

1
1+42
1</ V14 atde < +\f%1.207
0
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d) De inmediato:

4

1 1 1
1
1<\/1+x4<1+3;<:>1</ \/1+m4da;</da:+2/ ztdz
0 0 0

de donde:

1
1
1</ Vit+ztde <14+ —=1,1
0

10
e) Sean f(z) =1+ a*, g(z) =1, y usemos la desigualdad de Schwarz

1 2 1 1
</ \/1—|—x4d:n> </(1+x4)dx/ dr <
0 0 0
1
/\/1+:E4d1‘<\/1.2%1.095
0

b
37. Obtener una expresién para / f(Az + B), A # 0 en términos de una
integral de f(x). ‘

Solucion.

Usando los resultados del ejercicio resuelto N° 12 (b y ¢) se tiene, sea
g(z) = f(Az + B),por 12 (c)

b 1 Ab T 1 Ab
/QQ(QU)dx:A Aag(a)dsz/Aa f(z+ B),

ahora por 12 (b)

1 Ab+B 1 Ab+B
=7 f(x+ B — B)dz = 1 f(z)dz.
Aa+B Aa+B

38. Demostrar que /bf(:):)dac =(b—a) /1 fla+ (b—a)x)dx.
a 0

Demostracion.
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Usando el ejercicio anterior sea A =b—a y B = a, tenemos

1 (b—a)-1+a
(b— a)/o flat (b—a)z)dz = (b— a)— /( (@)

b— b—a)-0+a
b
:/ f(z)dx

39. Calcular los siguientes limites:

a) lim rE At : k constante positiva.

n—00 nk+1

b) lim L + ! + +i

1 1
n+1 n+2) L +(2n)2}

¢) lim n
n—oo

n—oo N 4n n

e) lim ©
n—oo N

n
9 2m 9N
d) hrn— 1+sec —l—sec——i— —|—sec4—

(n—1) )
sen +sen—+---+sen ™
n

Solucion.

40
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_ 1 I y_1
N 141 140) 2

, 1 9 T 02T 9N
lim — {1+ sec®™— + sec®— + -+ + sec”—
n—oo 1 4n 4n 4n

4 - 5 T n 921 4t 9N
=— lim — < sec®— +sec”™— + -+ sec”"—
T n—oo 4n 4n 4n 4n

4, & o w4 [T
—Trnlggozlsec Z4n)4n_7r/0 sec“xdx
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Nota. Hemos ocupado que:

b
/ sec’zdr = tgb — tga
a

, T ( T 2 (n—1) 7”L7T>
lim — | sen— 4+ sen— + --- + sen ™+ sen—
n n n

n—oo n

n . -
, im\
= lim sen— | — = senxdr = 2
n—oo | £ nln 0
1=

(resultado del ejercicio resuelto N° 8).

n
, 1 1 =«
40. Mostrar nlirglo kg_l m < B + 1
Solucion.

De inmediato:

n

) 1 1 = 1
D B e LD D e

n

1 )
< 3 + nh_{lgo g dr luego

n

. 1 1 .
nh_)ngo ; T3 <3 + nh_)rgo(Arctgn — Arctgl)

_1+(z E)Jﬂ
- 2 4/ 2 4

42

41. Demostrar que si un vehiculo recorre un camino de 500 km. con velocidad
promedio de 50 km/hr. debe haber un tramo de 50 km. , que fue recorrido

exactamente en 1 hora.

Demostracion.
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42.

Por demostrar 3ty tal que

to+1
/ o(t)dt = 50
t

Sea

se sabe que
1 2 10
/ v(t)dt + / v(t)dt + - - +/ v(t)dt = 500,
0 1 9

es decir:
fO)+ f(1) + f(2) + -+ f(9) = 500,

casos: a) si todas las integrales valen 50 estd listo, b) si no ocurre asi,
entonces alguna debera ser mayor que 50 y otra menor que 50, pero como f
es continua, porque v(t) lo es, entonces debe tomar en algiin punto el valor
50, es decir 3ty tal que f(to) = 50.

Un vehiculo recorre un camino de 1 Km. en el lapso de 1 hora; suponiendo
que parte del reposo y termina en reposo, demostrar que en algin instante
la aceleracién debe ser mayor o igual que 4km/hr?.

Demostracion.

Supongamos lo contrario |a| < 4 <= —4 < a < 4. Como a < 4 se tiene:

v(t) = /075 a(t)dt < /Ot 4dt < 4t

1 1
y también a > —4 se tiene v(1)—v(t) = / a(t)dt <= —v(t) = / a(t)dt >
t t

1
/ (—4)dt = —4 + 4t luego v(t) < 4 — 4t.
t

Por lo tanto,
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1 1
1=S(1) - 8(0) = /Olv(t)dt - /02 v(t)dt—k/fv(t)dt < /02 Atdt

R o P ) IR

2
contradiccion, ya que el desplazamiento no puede ser tan grande como 1,
luego |a| > 4km/hr? .

43. Demostrar que el valor medio de la funcién f(x) continua en el intervalo
[a,b], es el limite de la media artimética de los valores de esta funcién
tomada sobre intervalos iguales del argumento =x.

Demostracion.

Subdividamos el intervalo [a,b] en n partes iguales mediante los puntos

T =a+ — ai(i =0,1,2,--- ,n) ahora formando la media aritmética de
n
los valores de la funcién f(x) en los z;, (i = 1,2,--- ,n).
n
> )
 fa) S @) f )
4 n n
de donde:
T Zn: f(zi) Az
Yy = b—a ra 7 1
donde Ax; = ;a, y por lo tanto, tomando el limite:
n
b
1 n / f(z)dx
Y= gl 2 S =

como se pedia.
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44. Encontrar:

1
i 0 DD
Solucién.
! 1
Sea a, = %[(n+1)(n+2) ()7 > a, = {(n +1)(n +ni) c(n+ n)] n

log(an) = %log Kl + ;) <1 + i) L (1 + Z)}

n

1 n
log(an) = Zlog <1 + i) = nlingolog(an) = nlLH;OZ log (1 + :)

k=1 k=1

S|

1
= log ( lim an> = / log(1 + x)dz, calculando por definicién resulta
0

n—oo
, 4 , 4
log(hm an> =2log2—-1=log| - | < lim a, = —
n—o0 e n—0o0 e
asi el resultado final es e?/¢.

Mas adelante, por el método por partes esta integral es inmediata.

45. Sea A%(f) el valor medio de f en [a,b] dado por

b
A = [ fa)ds

Sia < ¢ < b, demostrar que existe un nimero ¢ que satisface 0 < ¢ < 1 tal
que

AL(f) =t AS(f) + (1 —t) AX(f)

Asf pues A%(f) es una media aritmética ponderada de AS(f) y Ab(f).
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46.

Demostracion.

Sea a < ¢ < b, se tiene entonces en [a, c],

ADe-a) = [ " f(a)dx (1),

analogamente en |[c, 0],

b
A —c) = / f(x)dz (2)
sumando (1) y (2).
c b
(c— a)AS(f) + (b— ) AY(f) = / f(@)de + / f(z)dz = / f(z)de

(e —a)AZ(f) + (b— ) A2f) = (b — a)A;(f) de donde

bren C—a . b—c b, o C—a . _c—a\
M) = 20+ oA = o easn+ (1 o) A)
seat=— comoc>aAb>a=—1t>0, ademéds b > c <—

—a

c—a
b—a>c—a<:>b7<1<:>t<1asfpuesO<t<1c0nloque
—a

AL =t Ag(f) + (1 —1)AAS), VO <t <1

Calcular el valor medio de la funcién f en el intervalo correspondiente.

a) f(z) =22 en [a,b] b) f(z) = sen2z en {0, g]

Solucion.

A= [ 2are L =L a
“ b—a /, b—a3 3

T 9 w/2
b) A (f) = - /0 sen2xdz, aplicando la propiedad dada en ejercicio 12

¢) resulta:
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™

x 2 /4 2
Ag(f):-2/ sentdt = —
™ 0
47. Hallar la ordenada media de la sinusoide y = senx en el intervalo [0, 7].

Solucién.

De inmediato

_ 1/7T 2
y=— senx dr = —
™ Jo Qo

5.9. Problemas Propuestos

1. Partiendo de la definicion, calcule las siguientes integrales:

b b
a) / Vrdz b) / cosx dx
1 b 1
c)/ a®dx (a>0) d)/a ?dx
donde: 0 < a < b para a), b) y d)
Indicacion, para:
. b\ n
a) Hacer & =aqi(i=0,1,--- ,n—1),¢g= | —
b) Hacer fz == ,/l‘i:EiJrl(’L' = O, 1, e, N — 1)
Respuesta.
2
a) g(bg/2 —a*?) b) senb — sena

a—1 1 1
c
log(a) a b

47
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4
2. Calcular la integral / 23dz por la definicién, subdividiendo el intervalo
1

[1,4]:

a) en partes iguales
b) en puntos que formen una progresién geométrica. En ambos casos ele-
gir &; como:
1) extremos derechos de los subintervalos
2) extremos izquierdos y
3) puntos medios de los subintervalos [z;, zi11].

Respuesta.

255
4

3. Partiendo del significado geométrico de la integral definida demostrar que,

g 2
a) / sen2xdr =0 b) / (2x+1)dz =6
0 1

3 9
c)/ \/9—x2da¢:7
-3

4. Si f(x) = x4+ 3 sobre [0,5] y P, ={0,2,4,5}; P, =4{0,1,2,3,4,5}.

Hallar: S3, 573,% y S5

5. Partiendo de la definicién de integral, hallar
T
| o+ gnyi
0
dando vg y g son constantes.

Respuesta.

1
vol + §gT2
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6. Comprobar que la funciéon

d(x):—[l},si 240

xT

y f(0) =0, es integrable en el intervalo [0, 1].

7. Sea f(x) una funcién integrable en [a,b] y ¢ < f(z) < d, para a < z < b,
y sea g(z) una funcién definida y continua en el intervalo [c, d]. Demostrar
que la funcién fog es integrable en [a, b].

8. Demostrar que aunque f(z) no sea continua en [a,b] su integral indefinida
siempre lo es. (Recordar que f es acotada).

9. Estimar los integrales siguientes:

2 2,245
a) / V3+a3dr  b) / dx
1 0

x2+2
2 d 100 -z
c)/ 17$ d)/ elOde
0 14 5€0ST o T+
Respuesta.
a) 2<1<V11 b)3<I<5
8r  Arw
c) 3 + ?9(]0| <1) d)0.01-0.00560(0<6<1)

10. Determinar, (sin calcularlas) cuél de las siguientes integrales es mayor.
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1 1
a) / V1i4a2de 6 / x dw
0 0

1 1
b) / z?senz dx 6 / x senx dx
0 0

1 1
C)/ e Ydx 6 / e ¥ dx
0 0

T 2
2 , g2
d)/ e T coslrdr 6 / e cos’z dx
0 s

1 1
e) / Vadz 6 / 23 da
0 0

Respuesta.

a) la primera

b

)

) la segunda
c¢) la segunda
)
)

d

e

la primera

la primera.

11. Demostrar que:

1

A

2
e"”dm<e

3
1 d
/ + sena:x<2\/g

2

/ 10 + 3cosz 3COSI < 7

/ﬁ<

AN
\

1\3 w\ﬂ

50
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12.

13.

14.

15.

2 2,
f) —=< ¥ " Tdy < 2e?
ve = Jo

1
9) O.692§/ 2" <1
0

3
Demostrar, usando la desigualdad senx > z — % (x > 0) y la desigualdad

de Schwarz, que:

w/2
1.096 </ vasenxdr < 1.111
0

Hallar el valor medio de la velocidad de la caida libre de un cuerpo cuya
velocidad inicial es igual vyg.

Respuesta.

1
5(7)0 + v1) donde v es la velocidad final.

Si f(x) es periddica cn periodo T', demostrar que

/ab f(x)dx = /ab+nT f(x)dx

+nT

donde n es entero.

Demostrar (sin calcular las integrales) que:

1/2 1
a) / coszxlog ( + a:) dx =0
-1/2 11—z

1/2 1/2
b) / e dx = 2/ e Tdx
~1/2 0

c) /a senx f(cosz)dxr =0

—a
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2 ™
16. Demostrar, con ayuda de x > senx > —x, 0 < x < 3 que
s

w/2
1< / Semdx < il
0 X 2

17. Dada la funcién

f(z) = 0 si 1<ax<2
(2—-2)? si 2<x<3
Probar que la funcién
Flz) = / F(t)dt
0

es continua en [0, 3].

b b
18. ;Se puede afirmar que si existe / | f(x)|dx entonces existe / f(z)dx ?
a a

Respuesta.

No (estudie un ejemplo).
19. Calcular los limites de las siguientes sumas:

i (2 2t
a) Ao\ 2 T2 n2

b) i PP
no \n2 112 "2z T 2 g2

1 1 2
¢) lim — \/1++\/1+_|_...+ 147
n—oo N n n n

12 22 n?
d) 1
)nilgo[n3+13+n3+23+ +n3+n3]

52
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P b—a
) Jim 130 r (a k)
k=1

L+ V24 V34 + ¢
/) lm +f+\3f+ +/n

n—00 n4

n—oo

-1
g) lim (14 COS—— + oS~ + -+ + cosi(n i
2n n 2n

L 1
h) T}LIIQ]QZ: An?2 — k2

N1 4 /
Z) n1—>ngonz n—|—3 —1

Respuesta.
1 T 2 1
a) 5 b) 4 © g(2\/5—1) d) $L(2)
2 s
Vit e 0 0 X

20. Demostrar que las siguientes integrales estdan acotadas como se indica

2 1 1 1
a) = < —_—dr < —
)3 /0 V2+ax— 22 V2

1

1
b) 279 < —— <1 enteros positivos
) /0($p+1)q_ (¥ q enteros positivos)

2/3 1 3
c ——dr < =
) /1/3 2 — 322 + 2t 2

12
Indicacién: verifique que 322 < 2 en [3, 3}

k+a
21. Demostrar que si f es continua y monétona la integral / f (m2 — 2kx +
k—a

q)dx estd comprendida entre 2af(q — k?) y 2af(a® + q — k?). En particular
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22.

23.

24.

25.

26.

3 dx
demostrar que / ( estd entre 2-47" y 2-37".
1

x? — 4z +6)"

Si f es periddica con periodo P, demostrar que

a) /aa+Pf(x)dx = /OPf(x)dx

b) /amp @)z = /;P f@)dz =n /OP f(@)dz, neN

o4

Sea f una funcién tal que |f(u) — f(v)| < |u — v| para todos los valores de

u'y v de un intervalo [a, b].

a) Probar que f es continua en cada punto de [a, b]

b) Suponiendo que f sea integrable en [a, b], demostrar que:

(b—a)?
2

<

b
‘/mex—w—@ﬂw

¢) Mas general. Demostrar que para cualquier £ de [a, b], se tiene:

b 2
b—a
[ s o-ase) < 050
Teniendo en cuenta que v1 — z2 = i demostrar
q V1— 22
11 1/2 11 /4
< /1 — 72 < 4=
24 =, TS o\

Utilizar la identidad 1 +2°% = (14 22)(1 — 22 +2*) para demostrar que para

a > 0, tenemos

1 a3+a5 </“ dz < a3+a5
a— —+ — a— —+ —
1+ ab 3 5) " Jo 1422~ 3 5

b
Sea f continua en [a,b]. Si / f(z)dz = 0, demostrar que f(c) = 0 por lo

menos para un ¢ de [a, b].
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b
27. Supéngase que f es integrable y no negativa en [a,b]. Si / f(x)dx =0

a
demostrar que f(z) = 0 en cada punto de continuidad de f ( Indicacién:
Si f(c) > 0 en un punto de continuidad ¢, existe un entorno de ¢ en el cual

fle) = 370))

b
28. Supdngase que f es continua en [a,b] y que / f(x)g(x)dx = 0 para toda

a
funcién ¢g que sea continua en [a, b]. Demostrar que f(z) = 0 para todo x
en [a,b).

29. Sea A%(f) el valor medio de f en [a,b] (ver ejercicio 43). Demostrar que
tiene las propiedades siguientes:

AG(f +9) = AL(f) + Ag)

Ab(cf) = ¢ A%(f), ¢ un niimero real cualquiera.

AG(f) < Al(g) si f(z) < g(x) Vaen [a,}]

30. Calcular el promedio A(f) para la funcién dada f en el intervalo correspon-
diente:

a) f(z)=2%+ 23 en [0,1]

b) f(x) = 23 en [1,8]

d) f(ﬂf) = Senx cosr en [0, E}

Respuesta.

7 45 2
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31. Hallar la longitud media de todas las ordenadas positivas de circulo 2> +y% =
1.

Respuesta.

™

4

1
32. Dadoen m =2 / V1 — x2dx, hacer uso de las propiedades de la integral

—1
para calcular las siguientes en funcién de .

a) /_33 V9 — 22dx

b) /2\/1—11726133
0 4

c) /2 (x —3)V4 — 22dx

-2

Respuesta.
97 T
33. Demostrar que la funcién F(z) = f(t)dt donde f(t) es una funcién

Zo
periddica continua de periodo p, en el caso general, es una suma de una

funcién lineal y una funcién periédica de periodo p.

34. Demostrar que

1 2n+1 n! 2
a) (~1) /_ (@ 1) = 2(271; 1';!

1 16
2 124, - 10
b) /_1(x P = 12

Indicacién: Use el teorema del binomio.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

Si f es acotada sobre [a, b], entonces f es integrable sobre [a, b] sii, V§ > 0
existe una particién p de [a, b], tal que:

Hallar dos funciones integrales f y g tal que go f no lo sea.

Hallar el limite de la sucesién

/3” 1 sen?xd
ay = — T
" n 2nz+1

Respuesta.

0

Sea

1 si e<x<b

b
Probar que f es integrable y que / f(x)dx = b—c, independiente del valor
de k. ‘

Dé un ejemplo de dos funciones cuya suma sea integrable y que ninguna de
las dos sea integrable.

Sea p un entero positivo. Probar que la funcién f(z) = {log(z)}? es inte-
grable en el intervalo (0, 1] y calcular

1
/ {log(z)}Pdx
0
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41.

42.

43.

44.

45.

Calcular
A
lim — 3/ (n+1)(n+2)---(n+n)
n—oo n
Respuesta.
62l0g271

w/2 /2
Calculese / senxdxry / cosz dx. Expliquese en términos geométri-
0 0

cos la razén por la que tienen que ser iguales. Ademas, expliquese la razén

por la que
a+2m b+2m
/ senx dr = / cost dx
a b

para todos los valores de a y b.

Demostrar log <b> < b-a (a <b)

a a -

Indicacién: Aplicar la desigualdad de Schwarz a:

/b lda:
o T
Demuéstrese que para todo entero n > 2, se cumple
n—+2 I
n + log <3) < ; Vk

Sean f(x) y g(x) continuas en [a, b], demostrar que si se tiene f(z) > g(x) y
si la desigualdad estricta f(£) > g(&) se cumple por lo menos para un punto
del intervalo, entonces la desigualdad estricta se cumple para las integrales

/ab f(z)dz > /abg(x)dx
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46. Calcular:

Respuesta.

1
- 1 a+1
o (a+1)

lim l[(na + 1)(na + 2)

n—oo N

-+ (na+n)jn

99



