Capitulo 4

Las Funciones Trigonométricas
Inversas

4.1. Relaciones y sus inversas

Recordemos que una relacion es un subconjunto de un producto cartesiano,
es decir R C A x B o bien R: A — B, en tanto que su relaciéon inversa
R™': B — A, o bien

R~ ={(y,x)/ (w,y) € R}
El grafico de R esta dado por el conjunto de puntos

{(z,y) /& € DomR; (x,y) € R}

y el de su relacion inversa

{(y,2)/y € DomR™"; (2,y) € R}
note que Dom R = Rec R™' A Dom R~ = Rec R ver gréfico
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Conservando la variable z, siempre para el dominio y la variable y para el
recorrido, tenemos

R ={(z,y)/x € DonR™"; (y,z) € R}
asi Dom R™! Ceje X A RecR™! C eje Y, por tanto graficamente
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Del gréfico se obtiene:
Dom R = RecR™ = [a,b]; a,beR

RecR=Dom R =[c,d], c,deR

Por tanto los gréficos de R y R™! son simétricos uno de otro con respecto
a la recta bisectriz del ler. cuadrante.
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4.2. Grafico de la Relacion inversa del seno

En base a lo anterior podemos trazar la grafica de la relacién inversa de
y = senz (haciendo la simetria con respecto a la recta y = z, del gréfico
del seno)

De inmediato del grafico confirmamos que se trata de una relacién inversa
y no de una funcién, pues V2 € Dom R™! existen varios y con y € R.

Notacion

A la relacién inversa del seno se acostumbra en denotar por: y = Sen™'z o
bien y = Arcsen x para ambos casos se tiene que r = seny

Como —1 < seny < 1, Vy € R = DomR™' = [-1,1] y por tanto
RecR™' =R.

Pero nuestro fin es hablar de la funcién inversa del seno por tanto re-
stringiendo el recorrido de la relacién inversa del seno (o bien el dominio de
la funcién seno ), podemos obtener ”funciones”inversas del seno segin estos
intervalos (o ramas) restringidas.
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4.3. Definiciones de las funciones trigonométri-
cas inversas y sus graficos

Funcion inversa del seno
Se define la funcion inversa del seno en cualquier intervalo restringido, por:

fil-1,1 — [(Qk:—l)g, (2k:+1)g] . keZ, tal que

y= f(z) = sen"lz = arcsenx < x = seny.

Sik=0, f:[-1,1] — [—g, g], se acostumbra a llamar intervalo prin-

cipal y se denotara por:

y = Sen "'z = Arcsenx

T m

Note que Dom f = [—1,1] y Rec f = [—5, 5}

Si k # 0, se acostumbra a llamar, inversa del seno en un intervalo secun-
dario, que se denotard por y = arcsenx = sen~'x.

Daremos a continuacion algunas inversas del seno en un intervalo secundario

T 37

k=1, f:[-1,1] — 35

} . f(z) = sen”'w

[ 37 5
k=2 f:[-1,1] — —g,;} . f(z) =sen 'x
etc... ]
Observacién

Una vez mas notemos que el dominio de cualquier funcién inversa del seno
es: [—1,1] lo que cambia es su recorrido
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funcién inversa del seno funcién inversa del seno
en su intervalo principal en uno de sus intervalos secundarios

Funcién inversa del coseno

Supdngase que hicimos las mismas consideraciones que para la inversa del
seno, es decir el grafico de su relacion inversa y las rectricciones convenientes
y necesarias.

Asi, definimos la funcién inversa del coseno en cualquier intervalo, por:
fi[-1,1] — [kn, (k+ 1)7], k€ Z,tal que

1

y = f(x) = cos 'z = arccosz <= x = cosy

Sik=0, f:[-1,1] — [0,7], se llama inversa del coseno en su intervalo
principal y se denotara por:

y = Cos'x = Arccosx

Notemos que Dom f = [—1,1] y Recf = [0,7] Vk € Z, k # 0, se acos-
tumbra a llamar, inversa de coseno en un intervalo secundario, que se

denotard por y = arccosr = cos™'x

Tambien igual que para la inversa del seno e dominio para cualquier funcién
inversa del coseno es [—1,1] y su recorrido es el que varia.
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funcién inversa del coseno funcion inversa del coseno
en su intervalo principal (k = 0) en uno de sus intervalos secundarios
(k=-2)

Funcion inversa de la tangente
Se define la funcién inversa de la tangente en cualquier intervalo resringido
por:

™

2

™

2k +1
k412

f:R—><(2k:—1) >,k€Ztalque

y=f(x)=tg 'z =arctgz <= v =tgy
Sik=0,f:R— <—g, g) tal que y = T g 'x = Arctgz se llama inversa
de la tangente en su intervalo principal, nétese que Dom f = R y su

T
Rec f — (—— —)

27 2
Vk € Z con k # 0, se tiene la que se acostumbra a llamar inversa de la
tangente en uno de sus intervalos secundarios, que se denotara por:

_ -1
y=arctgr =tg "x

Tal como para el caso de las anteriores inversas del seno y coseno, notemos
que el dominio de cualquier inversa de la tangente es R y que su recorrido
es el que va cambiando.
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funcion inversa de la tangente en su intervalo principal

Funciones inversas de: la cosecante, secante y cotangente

Se procede en forma similar, que para el caso de las anteriores, las que
dejaremos para ud. y su estudio personal, en todo caso las encontrard en
los libros de su bibliografia.

Observaciones

1. La afirmacién por ejemplo:

arctgx + arctgr = 2 arctgx

es falsa, pues para z = v/3 si se toman los valores de arctgy/3 en forma
arbitraria

arctg\/§+arctg\/§ = g + ===

de donde resultaria

- ,
% = 2arctg\/§ f:-/-_-{l -------------

5 5
= arctgV/3 = % — tgg = /3 lo que es falso

Esto nos hace pensar que debemos tener cuidado cuando trabajemos
con las relaciones inversas.
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..Cuales son los cuidados?, en este caso basta restringir el recorrido y
. T . .
considerar 55 el de la rama principal de la funcién inversa de

la tangente, asi pues entonces es verdadero que

Arctg\/§ + Arctg\/g =2 Arctg\/g

™
-9
* 3

T
3

wl =

T
ya que: Arctgy/3 = = es un valor tnico, por se Arctgr una funcién

bien definida. Naturalmente tambien es verdadera la proposicién si se
trata de la misma rama secundaria.

2. Notemos que las funciones: Arcsenx, Arctgr y Arccosecr son im-
pares, es decir

Arcsen(—x) = —Arcsenz
Arccosec(—1) = —Arccosecr
Arctg(—x) = —Arctgx

3. Notemos que para el caso del intervalo principal para la funcion
Arccosecr, se tiene

(=00, 1] U[L, +o0) — [_g,()) U (0, g]

y que
1
cosec o = = a, la| > 1
sen o
sena = —; a+#0

1 1 )
de donde Arccoseca = Arcsen— = sen” " — razon por la cual Arccosecr

a a
o cosec 'z no se encuentra en las calculadoras.

Analogamente para el caso del Arcsecx
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£+ (o0, =1 U L +00) = [0,5) U (5.7
1 1

Arcsecx = Arccos— = cos™ —, |a| >1
a a

Tambien para el Arccotgx, obsérvese que:

fiR—(0,7)
1
Arccotga = Arctg—, a > 0
a

1
Arccotga = 1+ Arctg—, a <0
a

Arccotg0 = g

4.4. Resolucién de ecuaciones trigonomeétri-
cas

1.Ecuacién de la forma
senx = a, la| <1

De la figura, notamos que los valores posibles de
x, son infinitos todos los cuales se pueden representar
por la férmula
x =k + (—1)% Arcsena, kcZ
esta formula se llama solucién general de la ecuacion

SENT = Q.

Note que senr = a <= x = Arcsena también
nétese que si |a| > 1 no existe solucién posible.

Ejemplo.

1
Resolver sen 2z = —= de donde la solucién gener-

1
al es 2z = km + (—1)* Arcsen <—§)
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1 1
2z =k + (—1) (—%) , Arcsen <—§) = —Arcsen§ = —%

R N
<:>x—/<:2 (—1) 12,keZ

2. Ecuacion de la forma

cosx=Db, |h| <1

87

Tal como para el seno, se puede fundamentar con un grafico adecuado

(hagalo ud).
La solucién general de esta ecuacion esta dada por:

x = 2k 4+ Arccosb, k € Z

Ejemplo.

1
Resolver: cos(x + ) = 3

la solucion general de esta ecuacién es
1
x4+ m=2km+ Arccos <§> , kel

Arccos% ~ 1.23095, de donde

x ~ (2k — 1) + 1,23095 (rad), k € Z

3. Ecuacion de la forma

tgx=c,ceR

con la misma explicacion que para las ecuaciones anteriores, la solucién

general de esta ecuacion esta dada por

x = km 4+ Arctge, ke Z
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Ejemplo.
Resolver tg(mtgz) =1

Solucion.

La solucién general de inmediato es
rtgx = km + Arctgl, keZ
thm:kﬂ+§<:>tgx:k+i

de donde x:pﬂ+Arctg(k+i); k,peZ

Nota La obtencion de Arcsena, Arccosb y Arctgc generalmente se
efectiia con una calculadora ya sea en grados sexagesimales o bien en radi-
anes.

4.5. Ecuaciones con funciones trigonométri-
cas inversas

Como su nombre lo indica, estas ecuaciones contienen funciones trigonométri-
cas inversas, hay que prevenir que al tomar funciones de ambos miembros

de este tipo de ecuaciones, en general se aumenta el niimero de soluciones

por lo que se debe verificar en las ecuaciones primitivas de dichas soluciones.

También hay que agregar que estas ecuaciones en general no tienen formulas

de solucién general como las del anterior parrafo.

En resumen, en ejercicios con inversas, hay que preocuparse mas que del
dominio, del recorrido.

Ejemplo.
1. Resolver Arccosx + Arcsenxz =0

Solucioén.

Arccosx = —Arcsen
Arccos x = Arcsen(—1)
sean ArccosT = o < cosa =T

y Arcsen (—x) = f <= senf§ = —x
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como: « = [ <= cosa = cos[3
<= cosa =*£+/1—sen?f < = +1— 22

= 1’ = % — z = +-L pero notemos

V2
que ambos valores no satisfacen la ecuacién por tanto ella carece de
solucion.
Observe que Arccos x = —Arcsen x 'y graficamente estas curvas Arccos x

y —Arcsen z no tienen interseccién; como era de esperar. (ver figura)

3
2. Arctgx + Arctg(2 — x) + Arctg(3 — 2x) = Zﬂ

Solucién.

Sean
Arctgr = a < tga ==
Arctg2 —z) =0 <= tgf=2—=x
Arctg(3 —2x) =y <= tgy=3—2x

luego como: a+f+7=T <= a+ =2 -~
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4.6.

tga+tg _ tg?jf—tgy
1l—tgatgp 1+tg?jftgv

= tgla+p)=tg (] —1) =

r+(2-2) —1-(3-21)

= — 213 — 822 + 62 =0
1-2(2—2) 1-(3—22) S

—2z(r—1)(z—-3)=0<= 21 =00x3=1023=3

es facil verificar que 1 = 0 y 2o = 1 son soluciones de la ecuacion en
cuanto x3 = 3 no lo es pues

Arctg3 + Arctg(—1) + Arctg(—3) = —Arctgl = _% £ ?ZTW

Ejercicios resueltos

1. Determine el dominio de y = Arcsen(2xz — 1) y resuelva la ecuacién

T

™ .
y = 5 como tambien arcsen(2x — 1) = 5

Solucion.

Domf=— —-1<2xr—-1<1<«=0<z<1

y =% => Arcsen(2z — 1) = ¢ <=

2t —l=senf<=2r—1l=3<=ax=32

Notemos que el dominio de arcsen(2z — 1) tambien es [0, 1], esta-
mos en una rama secundaria pues se pide resolver arcsen(2x — 1) =
7 3 - 7 1 1

&, Recf= [g, 7“] asi2r—1l=seng = —; = 2r =5 = 1=
ver figura

=
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2. Demostrar que

1 8
2A -=A —
a) rctg4 rctg T

b) ArccotgT+ Arccotg8 + Arccotg 18 = Arccotg 3

Demostracién.
1 1 2t
a) Sea Arctg— = a <= tga = — por otra parte tg2a = 2
4 4 1 —tg’a
de aqui
2-1 8 8
tg2a = I = — = 2a = Arctg—

1
1-4 15 15

pero o = Arctgi = 2 Arctgi = Arctg%

b) flrccotg 7T+ Arccotg§+Arccotg 18 = Arccotg 3
Arccotg7 = a < cotga =7 s
Arccotg8 = 8 <= cotg3 =8’

__ cotgacotgf—1 __ 7-8—1 __ 11
COtg(CY—i—ﬁ) ~ cotgfB+tcotga — 8+7 3

i

Sean

= a+ (= Arccotg%, luego por demostrar que

Arccotg % + Arccotg 18 = Arccotg 3, andlogamente sean
1 1

Arceotg 5 =y <= cotgy = 5

Arccotg 18 = § <= cotgd = 18, asi

15
cotg(y +90) = % =3 <= v+ = Arccotg3

luego Arccotg 7+ Arccotg8 + Arccotg 18 = Arccotg 3

3. Resolver, las siguientes ecuaciones indicando su solucién general:

a) cosx — sen2x = cos 3x — sendx

m 3T
b) tgx+tg<z—:r>+tg <Z+x) =3
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c) cos <2x + %) = cos (6;5 — E)

4

d) senx —cosx + sen3x =0

e) cosx(senx) = cos(cos )

f) sen 3z = 8sen’x

g) tgx +1tg3xr =tgdx

Solucion.

a)

sendxr — sen2x = cos 3xr — cosx

2cos3x senx = —2 sen2x senx

92

= sen (cos3x + sen2x) =0 <= senx =0 <= x =km, k€ Z

o bien cos 3x + sen 2x = 0 <= cos z(4 cos’x — 3+ 2 senz) =0

cost =0<+=z=2kr+ 7, k €Z, obien
4cos’r — 3+ 2senw =0 <= 4sen’s —2senx — 1 =0
senx = 1+T\/5 == k7T+(—1)kArcsen1+f4‘/g, keZ

z=kr+ (1) kel

tgr+tg (5 —z) +tg (3 +2z) =3

tgT + 170E + 2L = 3 e tg?r — 2gr —3 =0

de aqui tgx =3 otgx = 1 (no d4 solucién)

0

x=krw+ Arctg3, k € Z <= x = kn + 1.2490458, k € Z
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c)

cos (2x+ %) — cos (6x — %) =0 <= sendzx sen (2x — %) =0
de aqui;

sendr =0<=4dr=kr < x=kj, k€L

sen(Qx—%):0<:)2x—%:k7r<:>x:k‘g+§, keZ

senxt —cosx + sendzx =0
senx +sendx —cosx =0 <= 2sen2x cosxr —cos x =0

cos (2 sen2z — 1) =0 <= cosz =00 sen2z = 3
costr=0<<=x=2kr+ 7, k€Z

sen2u =} <= 20 = kn + (~1)F Arcseny = k € +(-1)*§, k€ Z

—r=kl+ (1)L, kel

cos(sen ) = cos(cos x)
cos(senz) — cos(cosx) =0

2 sen [L(senx + cosx)] sen [4(senx — cosz)] =0

De aqui: seng(sena 4 cosz) =00 seng(senx — cosx) =0

s(senx +cosx) =k, ky € Z

1 1 — 2w _
ﬁcosx—l— ﬁsenzc /2 <> c0S (:)3

) — 2k

s
4 V2
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v — 7§ = 2kym & Arccos (%};) , k1, ko € 7,

™

ecuacién que sélo se sostiene para ky = 0y ArccosO = 3

luego & = 2kom + 7 + 3, ka € Z, analogamente de

seni(senx — cosx) =0 <= sen (v — %) = 2%”, ks € Z

r— I =kym+ (—1)kArcsen (%};) , s6lo para k3 =0

y en éste caso v = kym + %, ky € Z

sen 3xr = 8 sen’x
3 senz — 4 sen®z = 8 sen®v <= 3 senz(1 — 4 sen’z) = 0
senx = 0 o bien 1 — 4 sen’z = 0 de donde

v=km, k€Z obienz =kr+ (-1)"(£%), k€ Z

tgx +tg3x =tgdx

como: tgx + tg3x = tgdx(l — tgx tg 3x) resulta
—tgx tg3zx tgdxr = 0, de donde

tgr=00tg3xr =00tgdr =0

de aqui: v =kmo v =kjox =k, k€Z

4. Resolver

sen(2 Arcos(cotg(2 Arctgx))) =0

Solucion.

De inmediato 2 Arccos(cotg(2 Arctgz)) = kr, k € Z

94
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cotg(2 Arctg x) = cos (%’r) , kel

pero cos (/fg) = 0si k es impar

y cos (k‘g) = +1 si k es impar, por tanto

si k es impar, k € Z = cotg(2 Arctgz) =0
<:>2Arctgx:p7r+%<:>a::tg(p%+§),pEZ
Sikes par, k € Z = cotg(2 Arctgzx) = £1
<:>2Arctg:)3:p7ri—§@zztg(p%i—%), pE L

5. Demostrar

1

a) Arctgx + Arctg — = g siz>0
x
1 T

b) Arctgx + Arctg— = —5 s <0
x

c) Arctgx + Arccotgx = g, VreR

Demostracion.

a) Seax >0 = 0 < Arctgr < § <= —§ < —Arctgr < 0 de
donde 0 < § — Arctgx < 3,
= cotg(Arctg x)

_ 1___ 1
como tg(Arctgz) = xv <= . = o Areig D)

% =tg (g — Arctg ZL’) = Arctg% =45 — Arctgx

b) Siz < 0= —§ < Arctgr < 0 <= —§ < =5 — Arctgz <
0 (%)
y como Arctgt = Arctg (tg(3 — Arctgz)) = 3 — Arctge — 7
se resta (—m) pues de (¥)I < Z — Arctgz < m, por tanto

2 2
Arctgx + Arctg% =—%, Vo <0
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c)

Sixz >0 Arccotgx = Arctg% por (a) se tiene lo pedido
si z < 0 Arccotgx = 7 + Arctg+ luego por (b)

Arctgx + Arccotgr — m = —5 <= Arctgx + Arccotgr = 3

si x = 0 la igualdad es trivial.

6. Resolver

:)32—1+A . 2r o
rc = —
Y2173

Arccotg

Solucion.

aplicando el ejercicio anterior parte c), se tiene:

2 22l
Arccotgx2;1 = Arctgmzzfl si x%l >0« -1l<z<0Vzr>1
en Cuyo caso 2Arctg$22f1 = %’T — Arctgmzzfl =3

2 — 3= V312 -2-V3=0=2=V302=—

x2—-1

Sl-

ambas soluciones sirven pues: — 1 < —% <0y V3>1

Tl — o Arctg B si Tl < 0= <-1VO0<z<l1

ahora Arccotg = —

si: T+ Arctgzzzfl + Arctgzzzfl = %’T — Arctgngl = —¢ de donde

2> 4+2V3r —1=0=2=2—+v30x=—(2+ +/3), tambien ambos

son soluciones pues: 0 < 2 — V3<1 y —(2+ \/§) < —1

b
7. Demostrar Arctga + Arctgb = Arctg 1a + 2 siab <1

Demostracién.

Primero notemos que

tg(A’f’CthL + ATCtg b) _ tg(Arctg a)+tg(Arctg b)

1—tg(Arctg a)tg(Arctg b)

Arctga+ Arctgb = ArctgtL relacién



Luis Zegarra A. Las Funciones Trigonométricas Inversas 97

que solo es valida si y sélo si: —5 < Arctga + Arctgb < 5 que es lo
que haremos ver bajo la hipétesis dada que ab < 1

Caso 1 Supongamos a >0 A b <0 =

0< Arctga < § N —5 < Arctgb <0 = —7 < Arctga + Arctgb <

[ME]

analogamente paraa <0 A b >0

CasoZSia>O/\b>Ocomoab<1<:)a<%<:)Arctga<

Arctg% pues Arctg es creciente Arctga < Arctg% = 5 — Arctgb, por
ejercicio 5 luego 0 < Arctga + Arctgb < §

Caso 3 Sia <0 A b <0 propuesto para ud.

8. Demostrar que

3 2
Arccosg + Arcsen— = m — Arctg 2

V5

Demostracién.

Sean S
Arccost =a & cosa =2 = /ﬁal
5
o4
1

53—l

o

Arcsen% =& senff =

Sl

3.
4

__ cotga cotg B—1 1
COtg(Oé + 6> " cotg B+cotga %-‘,—‘ 2

|

o+ B = Arccotg (1), pero Arccotg (—3) = 7 + Arctg(—2)

luego Arccos% + Arcsen% =m — Arctg?2
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9. Un terreno de forma cuadrada zyzw, tiene los lados de su base zy y
zw, paralelas a un autopista. Un observador que se encuentra en la
calzada més lejana del terreno en la misma linea que el lado zz, halla
que el lado zy subtiende a su vista un angulo 45° y desptes de caminar
[ m por la calzada, alejandose del terreno, halla que xz subtiende un

angulo cuyo seno es 3 Demuestre que la longitud de cada lado del

terreno es: — 1
V2
Demostracién.
s a_ W
a a
b

Aresen 103 £ a

4 B A—
o]

1

De la figura tg45° = ¢ <= a=10

1):a_+b

tg(a + Arcseng :

tga+tg(Arcsen%) 24 _a
l—tgatg(Arcsen%) =7 Dbero tga = l

tg(Arcsens) = tgf = \/% en que senf = 5
N5 1
tg(Arcsenz) = 13_% = 5,3 por tanto

2y =2 (1-8 ) =20 - 2Vat =0

_ 1
= (V2a-1)’=0=a= 3l
10. Una antena colocada verticalmente en la punta de una torre de 25 m
de altura, subtiende un angulo igual al Arccos 0.995 desde un punto
A a 35 m. de la base de la torre. Calcular la altura de la antena.
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Solucion.
-
h
a5
B 35 |
2

’5 s tg -t h+25
tgf =35 =7 tgla+p7) = 13t°;a?fﬁ B

o = Arccos0.995 = cosa = 0.995 = tg o ~ 15, asf

1,45
—10+T = —h;'gf’ — h=569m

11. Demostrar Vx e y€ R, con =z e y# —1

1—2 -y Yy—x
ArctgH—x — Arctgm = Arcsen (\/1 — \/1 n y2>

Demostracién.

Note previamente que Vz,y € R, con z,y # —1

(ry +1)2 >0 <= 22y° + 1> 22y <

99

v —2ay+ 2P <1+’ +22+ 2% <= (y—2)* < (1+2H)(1 + 9%

ly — 2] < VI+a2/1+y2 <= —1< ﬁf/@ <1
ahora bien sean

Arctg}jr—i —a<=tga= =L
Arctg%z =f<=tgf =Y

la=+/(1+z)2+(1—x)2

b= /(T + P+ (1 -y
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12.

13.

y como sen(a — ) = sen« cos § — cos a sen 3

sen(a — g) = =0 () (o) (1)

a b b a
Sen(a . ﬂ) _ lty—z—ay—l-atytay 2(y—x)
ab V/(2+222)(2+2y2)
a— (= Arcsen——L2—— luego

V (1+e?)(14y2)’

Arctgi== — Arctg:=Y = Arcsen Cl
1+ 14y

(1+22)(1+y?)
Resolver 2 Arctg(cos x) = Arctg(2 cosec )

Solucioén.

Sean
Arctg(cosx) = a <= tga = cosx

Arctg(2cosecx) = 3 <= tgf = 2 cosecx

como 2a = 3 <= tg2a =tgf <= 24 —tq[3

1—tg2a
- 12005232 = 9 cosec x = cost — 1
—cos?x sen’x senx

100

note que sen x debe ser distinto de 0, entonces se llega atgx = 1 <=

r=kr+2 keZ

m
Si Arcsenx + Arcseny+ Arcsen z = 5 demuestre que: 2% 492+ 22 +

2eyz =1
Demostracién.
Sean

Arcsenx = o <= sena =z
Arcseny = <= senf3 =y
Arcsenz =y <= seny =z
luego como: a+f+y =5 <= a+ =5 -~

cos(a + ) = sen~y <= cosa cos [ — sen« sen 3 = seny
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2

cos?a cos®3 = sen?y + 2 sena sen 3 seny + sen?

a sen? 3
(1 — sena)(1 — sen?B3) = sen®y + 2 sen« sen 3 seny + sen’a sen? 3
sen’a + sen’3 + sen’y + 2sena sen 3 seny = 1 <
22+ 4 22 2y =1
14. Resolver
) 1 ( . 7r> ™ 3 3 T
i) —sen(x+ =) =sen|—=—=x | cos | =x — =
2 3 6 2 2 6

ii) sen (% - :c) cos <% + 2x> = cos (m - %) sen (g + 2:6)

Solucion.

i)

sen(x+§) :2sen(

N

5 — 31 cos (5 — 32)

sen(x+§)—sen(§—3x) =0
2 cos (g—x) sen2zx =0 —=

sen2x =0=2r=kn =z =ki, k€l

cos(a:—%):0:>x—§:2/m:tg:>x:2/m:|:§+§,keZ

ii)
sen (%—x) cos (%—I—Qm) — coS (%—x) sen(g—l—%s) =0
sen(%—x—(%—i—%’)):O<:>sen(—%—3x):0

e=sen(3z+ %) =030 +L =km k€ Z

4.7. Ejercicios Propuestos

1. Determine el dominio de y = arccos(2x —x?) y resuelvay = 0 ey = %
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Respuesta.

1-v2,14+V2; z=1; =14+~

2. Demostrar

1 47

A = Arctg—

a) 3 rctg4 rctg52

1 1
b) Arctg§ + Arctgg = %

12 43
A —+ A =A —
c) Arccos E + rctg4 rct932

63 3
d) Arccosg + 2 Arccotgh = Arcseng

3
+ Arcsen——= = g

1
3V11 V11

1
e) Arcseng + Arcsen

3. Demostrar que

a) Arcsenx+ Arcseny = Arcsen(zy/1 —y?>+yv1 —x?) sizy <0
ox*+y*<1

1
=m+ Arctg—

4
Arctg= + A —
b) 7“ctg3 + Arccos ( 5

)

c) Arccotg(tg2z) + Arccotg(—tg3z) = x

d) tg(2 Arctgx) = 2tg(Arctgx + Arctg z®)

2 1 B
e) cos{Arctg[sen(Arctgz)|} = ({E_l_j;ﬂ)

4. Si —1 <z <1 demuestre que

) Arcsen

V1—22 1—-2
\|—— ? —I—ATCCOSV - Arccotg v
2 201 — 22 + 1
14++v1—22
b) Arcseny / + Arccos\| ————— i L

5. Resolver, las siguientes ecuaciones, indicando su solucién general

a) cost + cos2x + cos3x =0
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b) cos?2x +3sen2xr —3 =0

c) sen (x + %) = cos (% - 2x>

sen(m—%)+sen(m+§) _ (
cos (x+ ) —cos (z — %) 9

e
f QCotg— = cotg’z(2tg x + sec’x)

)

)

g) tg*z + cotg®r = 8cosec®2x + 12

h) —tgx +tg3x =2tg2x

i) cosec’t — 2cotg?r = 2
)

senTx + sen 3x = 2sen dx

J
Respuesta.
a) kr+% o 2]{;7“&2%
b) kI +(—1)=%
c) Qk+1)3 —Fo2km+ %
d) km+7
e) kr+IVa#Zya#-Zsia=-12
f) km+ (—1)*Z
0) 1+ (UM
h) k5 £% ox=knm
) b+ (D)2
j) kmo k%
6. Resolver cos(2 Arctg(sen(2 Arccotgx)))
Respuesta.
r ==+l

7. Resolver las siguientes ecuaciones

a) Arcsenx = Arccos(—1)

1 1
b) Arccotgﬂ = —Arctgx, v # 1
l—2z 2

xrx — —

4

sen(x — o) = cos(x + ), a angulo dado fijo.

=0

>+tgx—0

103



Luis Zegarra A. Las Funciones 'Irigonométricas Inversas

104

1
c) 2 Arccotg2 + Arcseng = Arcsen—
x
r—1 20 — 1 23
d) Arctg—— + Arct = Arctg—
) rch_l_l—l— retgs retgse
e) 2 Arccotg(senx) = Arctg(2secx) , —5 <wx <73
Respuesta.
a) No tiene solucién b) % c) 2 e)—7
8.5 0 < a< g y © = Arccotg+/cosa — Arctgy/cos a demuestre
x = Arcsen <t92%>

9. Si Arccos x+ Arccosy+ Arccos z = m demostar 2% +y? + 22 +2zyz = 1



