Capitulo 9
Polinomios y Ecuaciones

9.1. Polinomios

Definicion 1.

Sea p: C — C una funcion, se dice que p(z) es un polinomio en una variable, y
es de la forma

p(r) = ag +ayx +ax®+ - - - - +a,a” = Zaixi
i=0

donde n € N, q; € C.

Los a; se acostumbran a llamar coeficientes del polinomio, si a,, # 0 se dice que
el polinomio es de grado n.

Nota. 1

Debemos agregar que no siempre la variable de un polinomio es un numero
complejo, pueden ser también entre otras: una matriz, una funcion, . . . . etc. que
obviamente requieren de otra definicion, pero que, no trataremos en este texto.

9.2. Igualdad

Sean p(z) = > a;z’ con a, #0 A q(z) = > bz’ con b, #0
i=0 =0

p(z) =q(x) & a;=0b;, Vi=0,1,2,....,n

Demostracion.
p(x) —q(x) = Z(ai — b;) ' = 0, aceptando la independencia lineal de
=0

{171'73727 ,l'n} que dice: C()‘|‘Cl.%’+(22:lj‘2—}— e =0



co=c = ----=c,=0entoncessetiene a; — b, =0 < a; = b;
Laparte a; =b; = p(z) = ¢(z) esinmediata.

9.3. Sumay Producto

Sean p(x) = >_a;x" con a, #0 A q(x) = bz’ con b, # 0 supdngase que
1=0

n>m, entonz::)g:
(p+ q)(x) = p(x) + ¢q(x) donde, grado(p + ¢) < n o bien grado O.
(p-q)(x) = p(x) - q(x) donde, grado (p-q) =m+n
Propiedad 1.

Sean p(z) =S @zt con a, #0 A q(z) = bzl con b, £0 tales que
=0 i=
p(x) - q(x) =0, Vx € C, entonces p(x) =0 V g(x) =0
Demostracion.

Si p(x)#0 A q(z) #0 entonces tanto p(x) como ¢(x) tienen grado, luego
también p(zx) - q(z) entonces (p-q)(z) no es el polinomio 0, lo que contradice
la hipotesis.

Propiedad 2.

Sean p(x),q(x) y r(x) tres polinomios tales que p(z) # 0.
Si p(x)-q(x) = p(z)- r(x), Vo € C, entonces q(z) = r(x).

Demostracion.

Como p(z) - q(x) = p(z)- r(z) & p(z)g(z) —r(r)] =0 pero p(z) #0 y
por, propiedad 1. se implica g(z) — r(z) =0 < q(x) = r(z).

Definicién 2.

Sean p(x) y q(x) dos polinomios tales que ¢(x) # 0. Se dice que ¢(z) divide a
p(x) o que g(x) esun factor de p(z), siy solo si existe un polinomio s(z) tal que

p(z) = s(z) - q(x).

Como g(z) #0y p(z) = s(z)-q(z) & el

Ejemplo 1.
Los polinomios z?+ x + 1y xz — 1 son factores del polinomio p(z) = 23 — 1



pués p(z)=a2*—1=(z—1)(z*+x+1) note que en este caso también
( — 14 z) es un factor de p(z).

B
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Observacion 1.

La definicién 2 d& a lugar un gran nimero de factorizaciones importantes, una de
ellas es la del ejemplo 1, otras como por ejemplo son:

1) 2"—a"=(r—a)(z" 1+ 2" 2%+ - - - - +xa" 2 +a" 1)
2) $2n o a?n — (33” o an)(ajn 4 an)

3) 28 —a® = (z —a)(z + a)(2? + a®)(z* + a?)

4) et 1= (xQ—\/E:c+1)(:c2+ 2x+1)
Nota 2.

A los polinomios con coeficientes reales los llamaremos, polinomios reales.
Definicion 3.

Un polinomio real se dice que es primo si y solo si no es posible factorizarlo en
polinomios reales.

Ejemplo 2.
p(x) = 2% + 3z — 4 no es primo, en cambio ¢(x) = z* + 1 es primo.(Ud. puede
facilmente comprobarlo).

Propiedad 3.

Sean p(x)y q(x) dos polinomios, con g(x) # 0, entonces existen dos Unicos

polinomios s(z)y r(x) tales que p(z) = s(z)q(z) + r(x), donde el grado de
r(x) es menor que el grado de ¢(z) 6 r(z) = 0.

Demostracion.
Se deja propuesta.

Notas 3.

1) Es costumbre llamar a p(x) comoel polinomio dividendo, a ¢(x) como el
polinomio divisor, a s(x) el polinomio cuociente y a r(x) el polinomio resto.

2) Siencaso deser r(z) = 0, se acostumbra a decir que la division de p(z) por
q(x) es exacta.

3) Si r(z)=0 = p(x)=s(x)q(x) y sedice que p(z) es factorizable y que
s(z) y q(x) son sus factores.



4) De la propiedad 3, como ¢(z) # 0 = gz (@) + q(z)
9.3 Algoritmo de la Division
% = s(z) + %, (grado de p(z) > grado de ¢(x))

1. Seordenan los términos de p(z) y ¢(x) en orden decreciente de sus potencias.

2. Se divide el término de mayor potencia de p(z) por el término de mayor
potencia de ¢(x), sea este resultado denotado por «, (que puede ser constante)

3. Se multiplican cada uno de los términos de ¢(z), por «, obtenidoen 2.y se
restan del polinomio p(z) obteniéndose p;(x), que és un grado menor que
p(x)

4. Se repite el proceso(l, 2,y 3) para p;(x), obteniéndose po(x) y asi
sucesivamente, hasta que el grado de p;(x) sea menor que el grado de ¢(x).

5. Sigrado de p;(x) < grado de ¢(z) entonces r(x) = p;(z), por otra parte s(x)
es la suma de todos los «, .

Ejemplo 3.
Dividir p(z) = 2z* 4 62° + 62> — 7Tz + 10 por ¢(z) = 2? — 2z

20t — 623 + 622 —Tr +10 — 22 — 2 =222 — 4 — 2

— 22* + 223
— 423 + 622 — Tx + 10
+ 423 — 82
—22% — Tz + 10
+ 2% — 4z
— 112410

Notemos que de aqui:
r(z) = —1lx + 10
s(z) = 22 — 4z — 2

—11 10
Por tanto : p(z) =22° —4r — 2+ — et 0
q(x) x? — 2z
O bien:  p(x) = (222 — 42 — 2)(2% — 22) — 112 + 10

9.4. Teorema del Resto



El resto de dividir p(z) por (z — «) es p(a), a € C.

Demostracion.

Note que el resto de la division por (z —«) es una constante. Sea A esta
constante, entonces p(x) = s(z)(z — ) + A en esta ecuacion haciendo = = «
obtenemos A = p(a).

Ejemplo 4.

El resto de dividir p(x) = 32® + 7x + 2 por z + 2i es
p(—2i) =3(—2i)34+7(—2i) + 5 =5(2i + 5)

9.5. Division Sintética

Se trata de un método que permite efectuar la division de un polinomio p(z) por
(x —a),a e C.

Sea p(r)=ag+aixr+ asx®>+ - - - - + a,x™ entonces por el teorema del resto
podemos expresar
p(x) =(x—a)(lco+cz+ -+ - - +cp12" ) + p(a) de donde por igualdad de

polinomios, obtenemos:
pla) = ag + acy,
¢ = a1 + acy,
C1 = Qg + acCo,

Cp—2 = Qp_1 + QCp_q

Cp—1 = Aap
de aqui note que p(a) = ag + acy = ag + aya + aza® + - - - - + a,a” COMO era
de esperar.

En forma esquematica, los resultados precedentes los expresaremos mediante

G, Qp—1 Qp-2 "~ a2 ai ao
« ‘ ACp—_1 QaACp—g =+ = « Co aCy QacCy
anp Cn—2 Cp—3: =+ " C1 Co p(a)

9.6. Raiz de un polinomio

Definicién 4.



Sea p(z)=ay+ax+ax®+ - +ax", a; €C,a,#0.Se dice que
a € C esunaraizde p(z) siysolosi p(a) = 0.

Ejemplo 5.
Los nimeros —2,2iy — 2ison raices de p(x) =23 + 222 + 42 + 8 pués;
p(—2) = p(2i) = p(—2i) =0

Propiedad 4.
a esunaraizde p(z) siysolosi (z — «) esun factor de p(x).

Demostracion.

Por el teorema del resto p(z) = s(x)(z — ) + p().

p(a) = 0.
)

Por tanto « es unaraiz de p(z) (
(x — «) es un factor de p(z).

=
Siysolosi p(z) = s(z)(z — a) &

9.7. Teorema fundamental del Algebra

Todo polinomio no constante tiene por lo menos una raiz.

Demostracion.

La demostracion de este teorema excede las intenciones de este texto, se dejara
propuesta. Puede consultar entre otros el texto:

9.8. Multiplicidad

Definicion 5.
Sea « unaraizde p(z). Se dice que « es una raiz de multiplicidad %k, k € Nsiy
solosi (2 —a)*dividea p(z) pero (z — «)*™" no lo divide.

Observacion 2.

1) La divisién sintética es un buen argumento para encontrar raices con cierto
grado de multiplicidad.

2) Esta definicion de multiplicidad, en el Algebra lineal es llamada multiplicidad
algebraica para no confundirla con la de multiplicidad geométrica, en el tema de
valores y vectores propios.

Propiedad 5.

Sean aq,ao,..... , oy, todas las raices de p(z)de grado n > 1,y sean my, mo, ...
.., m, sus multiplicidades respectivas, entonces



Demostracion.

Se debe tener que (z—ay)™, (x —a)™,...,(x — «a,)" son factores de
p(x), por tanto:

p(x)=(r—a)™ (x—a)™,...,(x—a,)" - s(x) (%)
Note que s(z) no puede tener otras raices, pués también lo serian de p(z) por
tanto s(x) necesariamente es constante, porque de lo contrario contradice el
teorema fundamental del Algebra. Con lo que el grado del polinomio del segundo

miembro de () es mj; +my+ - - - - +m, y como es igual al grado de p(x),
se tiene gque esta suma vale n

Nota 4.
La propiedad 5, cominmente se enuncia como:

Todo polinomio de grado n tiene exactamente n raices, entre complejas y reales no
necesariamente distintas.

Observacion 3.

La siguiente observacién se conoce por Relaciones entre los coeficientes de un
polinomio y sus raices.

Sea p(x) = ag + ayx + asx®>+ - - - - +a,2™ un polinomio de grado n
(an, # 0) con coeficientes complejos y sean  «j,as,....,a,SuUs raices, no
necesariamente distintas de la factorizacion  p(x) = a,(z — a1)(x — ag) . . .
(x —a,) al igualar los coeficientes de las distintas potencias se obtienen las
siguientes férmulas:

. . Qp—
La suma de las raices es iguala — — L
p
La suma de los productos de las raices tomadas de dos en dos es igual a n-2
an
La suma de los productos de las raices tomadas de tres en tres es igual a ——>
ap

y asi sucesivamente hasta terminar con el producto de todas las raices, igual a
(1

Propiedad 6.

Sea p(x)=ag+ax+ayx®+ - - - - +a,z”, un polinomio con todos sus
coeficientes reales y sea z = a + bi, b # 0 una raiz de p(z), entonces z = a — bi
también es raiz de p(z) y el polinomio es factorizable por (z — a)® + b2.

Demostracion.



Por hipotesis se tiene p(z) = p(a + bi) = 0, por demostrar que p(z) =0.

p(Z) =ag+ a1z +az’> + - - - - +a,Z"
—ag+aZ+ a2+ - - - Fa,2"
=@t mz+ a4 - a2
=ap+a1z+az®+ - - - - Fapz”
5 =0=0

Ahora, como a+bi es raiz de p(z) entonces [z — (a + bi)] lo factoriza,
analogamente para a — bi, [z — (a — bi)| lo factoriza por tanto también

[z — (a+ b))z — (a — bi)] = [(z — a)® = (b0)’] = (z —a)’ + .
Propiedad 7.

Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene por 1o menos una
raiz real.

Demostracion.

En base a la propiedad 6, y como un polinomio de grado impar tiene un nimero
impar de raices, el nimero de raices complejas es cero o par, luego por lo menos
tiene una raiz real.

Propiedad 8.
Raices racionales.
Sea p(z)=ay+aixr+ayx®+ - - - - +a,x", un polinomio con coeficientes

enteros y sea P una raiz de p(z) con p,q € Z sin factores comunes. Entonces p
q
dividea ag y ¢ dividea a,,.
Demostracion.

Como g es unaraiz de p(x) entonces

p(2) =a+ a2 +ax(B)+ - - +a,(2)" =0 multiplicando por g”
resulta
aoq" = —plarqg" t+apg” 2+ - - - - +a,p"!] como p es factor del

segundo miembro por la igualdad debe ser factor de ayq™, luego p divide a ay0
a ¢", perocomo pYy q no tienen factores comunes, se tiene que p divide a ay.
Analogamente se tiene a,p" = — q(apq" ' +a1pg" >+ - - - - +a,_1p" )
y por argumento similar, se tiene que ¢ divide a a,.

Propiedad 9.



Raices positivas. Regla de Descartes
Sea p(x) = apa" + a1z 4 - - - - +a @ +ag, ap #0

Vamos a denotar por wu el nimero de cambios de signo de los coeficientes del
polinomio y por r el numero de raices positivas no necesariamente distintas del
polinomio p(z) entonces r» = u — 2k donde k € Z* U {0}

Demostracion.

Se deja propuesta para el estudiante. En cambio se mostrard un par de ejmplos al
respecto.

La propiedad 9 también se aplica para el caso de raices negativas de p(x) pués
éstas son raices positivas de p( — x).

Ejemplo 6.

Sea p(x)=2z°+ 22t — 723 — T2? — 42 — 4, solo tenemos un cambio de signo
por tanto » = 1 + 2k como k es un entero positivo o cero, entonces £ =0y p(x)
tiene solo una raiz positiva, en tanto que

p(—x) = —22° + 2x* + 72® — 72 + 42 — 4, tiene cuatro cambios de signo por
tanto r=4-—2k =4,20 0 raices negativas. Notemos que en éste caso
facilmente se tiene p(z) = (z + 1)(2z* — 722 — 4) el segundo factor

q(x) = 22" — 72? — 4 tiene solo un cambio de signocomo también ¢(— x)
entonces hay exactamente 2 raices negativas, por tanto 3 raices reales.

Nota 5.
La regla de Descartes solo da respuestas exactas cuando éstas son cero o uno.

9.9. Ecuaciones

Llamaremos una ecuacion a p(x) = 0 donde p(x) es un polinomio con coeficientes

complejos, hay que recalcar que no toda ecuacion es de este tipo, es mas general

expresarlas como u(z) = v(x) enque w Yy v son funciones racionales.

Una funcion racional la definimos como  f(x) = 2@ donde r y ¢ son
qlx

polinomios con coeficientes complejos, note que el dominio de f son todos los

complejos a excepcion de las raices de ¢(x).

ri(z) _ ro(z)
a(r)  qr)
soluciones las raices xz( del polinomio r1(x)gs(x) = ro(x)q1(x) para las cuales

AUn més wu(z) = v(x) podemos expresarla como que tiene por

q1(x0) Y q2(z0) no se anulan.



En general resolver una ecuacion tal como p(z) =0 es, encontrar aquellos
complejos « tales que p(a) = 0, lo cuél no siempre resulta simple.

9.10. Ejercicios Resueltos

1. Hallar la relacion entre a 'y b para que p(x) = 2z* — 72® + ax + b sea divisible
por (x — 3)

Solucion.
Por el teorema del resto se debe tener que p(3) =0 < 3a+b—27=0

2. Demostrar que p(z) = 322" — 33 2° + 1 es divisible por (z — 1).

Solucion.
Por demostrar que p(1) = 0, enefecto p(1) =32-11° -33-15+1=0

3. Qué numero debe agregarse a p(z) = x>+ 22> para que sea divisible por
(x+4).

Solucién.

Sea k el nimero buscado, luego p(x) = 2* + 222 + k, entonces se debe tener que
p(—4)=0e k=232

4. Si x+ a es un factor comin de p(x) =2*>+pr+qyde q(x)=2*+rz+s,
demostrar que a(p—7) =q —s

Demostracion.

(r + a) factorde p(z) = p(—a)=0&a®>—pa+q=0 (1)
(r +a) factorde q(z) = q(—a)=0&a*—ra+s=0 (2)
Restando (1) y (2) resulta a(p —r) = q — s.

5. Dividir p(z) = 42° — 32* — 52° + 2 por = + 1
Solucion.

Por division sintética 4 —3 -5 0 0 2



-1 —4 7 -2 2 -2

4 =7 2 =2 2 |0

La division es exacta pues r(z) =0 con lo que
p(x) = (z + 1)(4x* — 723 + 222 — 22 + 2)

6. Determine ay b de modo que el resto de la divisionde p(z) por: =x? —1 sea
2z + 1, donde

p(x) = ax* + bz + 622 — 122 + 4
y luego resuelva la ecuacion p(x) = 2x + 1
Solucion.
Sea el resto r(z) = 2z + 1, por el teorema del resto se debe tener:
p(1) =r(1) y p(—1)=r(—1) de donde se obtienen:
a+b—-—5=0 ANa—-b+22=0
resolviendo a = —9 A b=14
Notemos que si p(z) =2z + 1 & — 9zt + 1423 + 62° — 14z + 3 = 0 admite
las raices x = +1 = — 922 + 42 — 3 = 0 por tanto las otras raices son:

v =} (24 V231).

7. Hallar % de modo que el polinomio p(z) = 22® — 32 + 4kx + 4 tenga una raiz
x = 2 y luego encuentre las otras raices.

Solucion.
Por el teorema del resto se debe tenerque p(2) =0 < 8k = -8« k= —1
Ahora, por division sintética 2 —3 —4 4
2| 4 2 4
2 1 -2 |0

1
de donde 2x2+:)3—2:0(:>x:1(—1ﬂ: 17)

8. Dada la ecuacion 2% + az? 4+ bx +a =0, a,b € R. Determine ay b de modo
que x = 2+ ¢ Sea unaraiz y luego resuelva la ecuacion.



Solucion.
Se debe tener (2+14)* +a(2+4) > +b2+i)+a=0 <
4042042+ (da+b+11)i=0 < 4a+2b+2=0 A 4da+b+11=0de

donde obtenemos a = —5 A b=9
Asi, 1 -5 9 -5
2+z" 24i —T—i 5
1 —3+i 2—-i |0
2—1| 2—i —2+41
1 -1 |0

finalmente las raices resultan: 2+4; 2—iy 1

9. Si p(x) = x*+ 3pz + ¢ admite un factor dela forma (z — a)*, demostrar que
¢ +4p*=0

Solucion.
Por medio de la division sintética, dividiendo por (z — a) dos veces resulta;
1 0 3p q

a a a® a® + 3ap

1 a a®+3p |a*+3ap+q

a a 2a?

1 2a [3a*+3p

Para que el resto sea 0, necesariamente se debe tener que:
a®+3ap+qg=0 A 3a®>+3p=0
de donde eliminando « se tiene ¢ + 4 p® = 0.

10. Si el polinomio p(z) = z* 4 pa? + qx + r admite el factor (z — a)®(z — b),
demuestre que p> +12r=0 A 8> +27¢>=0

Demostracion.

Notemos que el resto de la division de p(z), por (z — a)®(z — b) debe ser 0.

1 0 P q r



a‘ a a’ a’ + ap a*+ a*p + aq

1 a a*+p d*4ap+q |at+ad’pt+ag+r

a| a 2a° 3a® + ap

1 2a 3a2—|—p‘4a3+2ap+q

a’ a 3a?

1 3a |6a*+p
b| b
1 [3a+b
por tanto:
a*+a’ptaqg+r=0 A 4a®+2ap+q=0 A 6a’>+p=0 A3a+b=0
de donde obtenemos; a = |/ — £, p < 0 y remplazando en la segunda ecuacion
resulta 4 (/ — £ +2,/—Ep+q=0=8p*+27¢*=0

finalmente remplazando el valor de a y de ¢ es términos de p, en la primera
ecuacion se logra p? + 12r = 0.

11. Encontrar un polinomio de tercer grado que se anule para x =1 ypara =z = — 2,
y que tenga los valores 4 y 28 para x = — 1 y para x = 2 respectivamente.
Solucion.
Aprovechando que el polinomio se anulaparax =1y = = — 2 podemos

12.

expresarlo como p(z) = (x — 1)(z + 2)(ax + b) por otra parte nos dicen que
p(—1)=4<a—-b=2 (1); p(2)=28<2a+b="7 (2),
resolviendo (1) y (2) se obtiene a =3y b =1 asi resulta

p(z) = 323 + 42 — bz — 2.

Demuestre que la condicién para que los polinomios p(x) = ax? + bz + ¢, a # 0

y q(z) =dz*+Vz+c,a #0 puedan tener un factor comin de primer grado
es (ca' — c'a)® = (be' —b'e)(abl — a'b).

Demostracion.

Si (x — «) esfactor de p(x)y de g(x) entonces p(a) =0 = g(«) de aqui
ac® +ba+c=0 A dao?+ba+c =0 dedonde resolviendo para o y o?



obtenemos a? — 2 ¢, ca—ca
o= ——- o= - ——:

ab’ — a'b abl —a'b’
elevando al cuadrado esta ultima e igualando con la primera resulta

(ca’ —c'a)® = (b —Vc)(ab' — a'b).

ab’ —a'b # 0

13. Demuestre que existe un Gnico polinomio p(x) = az® + bx + ¢, a # 0 que pasa
por los puntos A(CE1,y1), B(CEQ,yl) Yy C(l‘g,yg) Si r1 < Ty < I3.

Demostracion.

Se debe tener  z3a + x1b+c =y (1)
T30 + Tob + ¢ = Yo (2)
ria+x3b+c=y3 (3)

Debemos mostrar que este sistema para a,b y c tiene Unica solucion
Restando (1) y (2), (x% — w?)a + (xe —21)b=y2 — 11
analogamente, (23 — 22)a + (z3 — x2)b = Y3 — Yo
Como ri1 <axo<wz3=a20—21#0 ANxg—29#0 =

Y2 — W A (234 @2)a+b = Y3 — Y2
T2 — I T3 — X2
por ultimo restando entre si estas ecuaciones se obtiene

Y2—"Y1 Y3~ Y2
To — X1 I3 — Iy
a 'y ademas es Unica, analogamente para asegurar para b y c.

(xa +x1)a+b=

, COMO z1 < o9 < w3 = x1 — x3 # 0, asi existe

(1 — x3)a =

14. Suponga que p(x) se divide por (z — a)(z — b) y que el resto es de primer grado,
que se expresa por A(x —a) + B(xz —b), (a # b) Determine Ay B.

Solucién.
Supongamos que el cuociente sea s(x), entonces
p(r) = (z —a)(z - b)s(x) + A(xr — a) + B(z - b)

deaqui p(a) = B(a—b) = B = f(—a)b’
p(b) = A(b—a) = A:bpg))a

15. Demostrar que si p(z) se divide por x? — a?, el resto es de la forma Ax + B,



donde A = %[p(a) —p(—a); B= %[p(a) +p(— a)]

Demostracion.
Como p(x) = s(z)(z* — a®) + Az + B, se debe tener que
pla) =0 + Aa+ B (1) A p(—a)=0—-Aa+B (2

sumando (1) y (2) se obtiene B = %[p(a) + p(— a)]

y restando A = %[p(a) —p(—a)]

16. Dado el polinomio p(z) = (a — 1) 2" +bna" 't +x -2, n €N

a) Encontrar a y b de manera que p(z) sea divisible por z? — 3z + 2.
b) Encontrados a y b resuelva la ecuacion p(xz) =0, para n = 5.

Solucién.
a) Notemos que z? — 3z +2 = (x — 1)(z — 2), luego
p(l)=0 < a+nb—2=0 (1)
p(2) =0 & 2%a+n2""'h—2" =0 (2)
De (2) factorizando por 2"!#0=2a+nb—2=0 que, junto a (1) para

obtenera =0 A b= %; luego p(z) = — 2" +2z2" ' +2 -2
b) Para n =5 setiene p(z) = —2° + 22!+ 2 — 2, como 1 y 2 son raices
-1 2 0 0 1 -2
1| -1 1 1 1 2
—1 1 1 1 2 0
2| -2 -2 -2 =2
-1 -1 -1 -1 |0
Deaquique p(z)= — (z —1)(z —2)(z®+ 2> +2+1)

= —(z—D(z—-2)(z+1)(=*+1)
= —(z—D(z—2)(z+1)(z+i)(z — 1)
Asi p(z) =0=z1 =129 =2, 03= — Loy =iy x5 = —i.

17. Resolver la ecuacion 4x3 — 2422 + 23z + 18 = 0 sabiendo que sus raices estan en
progresion aritmetica.



Solucion.
Sean lasraicesen P.A.; a — d, a, a + d entonces:

(a—d)+a+(a+d):—_T24:6 (1)
(a—d)a—l—a(a+d)+(a—d)(a—i—d):% @)
(a—d)a(a—i—d):—%:—g (3)

)
De (1) obtenemos a = 2 remplazando este valor en (3) resulta d = + 5 con lo

. 1 9
que las raices son: — 3 2y 3

18. Resolver la ecuacion 3z® — 2622 + 52z — 24 = 0, si se sabe que sus raices se
encuentran en progresion geométrica.
Solucién.

. a a :

Sean las raices en P.G.; —, a, ar entonces —-a-ar =8 < a = 2, es decir
r r

unaraiz es 2, las otras dos las obtenemos por divisién sintética, luego

3 — 26 52 — 24
2| 6 —40 24
3 — 20 12 |

por tanto la ecuacion queda (z — 2)(3x? — 20z + 12) = 0 de aqui las raices
resultan: 2,2y 6.

19. Encuentre la suma de los cuadrados y cubos de las raices de la ecuacion
2 —prl+qr—r=0

Solucién.
Sean a,b y c las raices de la ecuacion, entonces:

a +b +c=p (1)
ab + bc+ ca = q (2)
abc =r (3)

Elevando (1) al cuadrado se tiene a® + b? + ¢? + 2(ab + be + ca) = p? de donde
a?+ b2 +c?=p?—2q



Para obtener la suma de los cubos, como a,by ¢ son las raices de la ecuacion
deben satisfacerla esto es:

a®—pa®+qa—-r=0
b —pb? +qb —r=0
3 —pc® +qc—r=0
de donde sumando miembro a miembro estas tres ecuaciones se tiene
A+ 4+ —pla®+v>+c?)+qla+b+c)—3r=0 =
a’ + b+’ =p(p* —2¢) —qp+3r=p’ —3pg+3r

20. Resolver la ecuacion 4z + 20x? — 23z + 6 = 0 si dos de sus raices son iguales.

Solucion.
Sean «, a y (3 las raices, entonces 2a+ 5= —5 (1)
o +2af = -2 (2)
a?f=-5 (3
De (1)y (2) resultan (a=3=0= —6)V (a= —2 = §=3) luego las

] 11 . -
raices son: 35 y — 6 el otro caso no déa solucion.

21. Resolver la ecuacion 6z* — 2923 4 40x? — 7z — 12 = 0 si el producto de dos de
sus raices es 2.

Solucion.
Sean «, 3,7 Yy 6 las raices, entonces

29
40
a6+a7+a5+6’y+56+76zg (2)
7
afy+ afd + aybd + By = 5 (3)
afyd = -2 (4)
Supongamos que a3 = 2 entonces de (4) obtenemos 6 = — 1, estoen (2)y se

7 . .
llegaa —a—f[F+2y+20 = 6 ahora sumando a (1) miembro a miembro se

tiene que v+ 6 =2 de ésta Gltima ecuacién junto a ~6 = — 1 finalmente

4 3
resultan: v =1++/2 A §=1— /2 analogamente o = S AB=5

22. Demostrar que si la ecuacion z*® + 3 gz + r = 0 tiene dos raices iguales, entonces



r? +4q¢> = 0.

Demostracion.

Sean «, a y (3 las raices, entonces 2a+ = 0 (1)
o’ +2a8 = 3q (2)

a?B = —r (3)

Ahora, de (1) y (2) seobtiene —a’=q& ¢ = —a® (4)

analogamente de (1) y (3), 2a®> =r < r? = 4a° finalmente en (4) y se tiene
r? +4¢> = 0.

23. Si dos raices de la ecuacion x® + px? + gx +r =0 son iguales pero de signos
contrarios. Demostrar que pg = 7.
Demostracion.
Sean las raices: «, 3, — 3; luego
at+fB—-pB=—p (1)
af —af -3 =q (
af(—=p)= —r (3)
Simplemente (1) y (2) remplazando en (3) resulta pg = r.

24. Determinar las raices de p(z) = 22* + 42° + 32% + ax + b; a,b € Q si se sabe
que una de las raices es 1 + i.

Solucion.
Se debe tener que p(1+ i) =0 de donde igualando la parte real y la parte
imaginaria a 0, resultan a= — 14y b =30 y luego por division sintética se
tiene:
2 4 3 — 14 30
1+ 242 448 —1+15  —30
2 642 T7+8 — 15+15 | O
1— i 2—2i 8—8&; 15 — 154
2 8 15 | 0

Portanto p(z) = (2 — 2z + 2)(2z* 4+ 8z + 15) las otras raices se obtienen de
20 +8x+15=0 =z = —2+3\/141.



25. Si la ecuacion 3 — 922 4 332z — 65 = 0 tiene una raiz compleja de modulo

v/ 13, resolver la ecuacién.

Solucion.
Sean las raices de la ecuacion a +bi, a —biy x3, con +/a?+ b> = /13 se
debe cumplir que (a + bi)(a — bi) x3 = 65 < (a? + b*) x3 =65 < 1323 = 65

de donde z3 = 5 luego efectuando la division por (z — 5) se tiene

1 -9 33 — 65
5 5 - 20 65
1 —4 13 |

deestoresulta 2?2 —4x+13=0=>2, =2+ 3i, vo =2 — 3§

26. Resolver la ecuacion z* +42° + 522 4+2x —2=0si una de sus raices es

-1+

Solucion.
Como — 1+ esunaraiz, tambiénloes — 1 — i y laecuacion admite como
factor a [z — (—1+4)][z — (—1—1)] = 2% + 2z + 2 efectuando la division
por este factor se tiene,
ot A3+ 5?20 -2+ 22422 +2 =2 +220 -1
— gt — 223 — 222
223 + 322 4+ 22 — 2

— 223 — 422 — 4z

—z2—2r—2
24 2x+2
0

luego la ecuacién se puede expresar por (z? + 2z + 2)(z2 +22 — 1) =0

de donde se obtienen las otras dos raices, que son: x = — 1+ \/5

27. Resolver la ecuacion
204203 42=0
Solucion.
Sea z=a=22+22+2=0deaqui 2= —14+¢ V 2= —1—14
de donde sesigue 2° = —1+i &z = m pasando a su forma



2km + 3%

trigonométrica = = /2 cis ,k=0,1,2

analogamente para z3 = — 1 —

: 2km+ 5%
x:\‘/icisT‘l, k=0,1,2

28. Resolver la ecuacion z* — 823 4 2322 — 302 + 18 = 0 sabiendo que una de sus
raices es compleja 'y de médulo \/5, y otra de ellas es de multiplicidad 2.

Solucioén.

Sea a + bi la raiz compleja, entonces a? + b? = 2, por otra parte las raices deben
ser a+ bi, a — bi, o, . Luego se verifican las siguientes relaciones:

a+bi+ a—bi+a+a=38 (1)
(a+0bi)(a—bi)aa =18 (2)
las otras dos relaciones no son necesarias,de (1) = a+a =4
de 2)= (a*>+b*)a*=2a*=18 a= +3
Ahorasi a =3 = a=1=b= +1=1+14,1—14,3y3 queson las raices.
Si a= —3 = a=7T queno aporta mas soluciones.

29. Resolver la ecuacion z* — 323 + 522 — 27z — 36 = 0 sabiendo que una de sus
raices es de la forma bi, con b € R, b # 0.

Solucion.
La raiz bi debe satisfacer la ecuacion, de donde se obtiene:
(> —9)(b*> +4) =0 A b(b?> —9) = 0 como ambas relaciones deben cumplirse a
lavez, setienesolo > —9 =0« b= + 3, dividiendo la ecuacién por
(x — 3i)(z + 3i) = > + 9 se obtiene x> — 3x — 4 = (z — 4)(z + 1), finalmente
las raices resultan ser: 3i, —3i, 4y — 1.

30. Si a,by c son las raices de la ecuacion =3 — pz? + qx — r = 0 encuentre el

ordee Lot Ll Lge L 1 1
valor de: ?er_?Jr? yde —s T a T 2
Solucion.
De inmediato se tienen: a+b+c=p (1)

ab+bc+ca =q (2)
abc =r (3)



Elevando al cuadrado (2) y remplazando en ésta expresion (1) y (3) se obtiene:
a’b® + b’c? + c*a®> = ¢ — 2rp (4)
dividiendo (4) por a?b?c* = r? se recibe
1 1 1 q.o P
2tptae=() -2
Analogamente de (1) : a? + b* + ¢ = p? — 2¢q, dividiendo tambien por
1 1 Py q
— (92 9L
a’b? * b%2c? = c2a? (7“) (7“2)

a’b?c® = r? finalmente se llega a

31. Determinar el parametro k en la ecuacion = — 7z + k = 0 de modo que una de

sus raices sea el doble de la otra.

Solucion.
Sean las raices «, 3,23 entonces se cumplen:
a+pf+268=0 (1)
af+2aB8+288= —7 (2)
2a38= —k (3)

De (1) sesigue a = — 33, en(2)resulta 3> =14 3= +£1=a= F3de
donde k£ = =+ 6. Luego habrdn 2 ecuaciones:

2 —Tr+6=0Yy 23— 7z —6=0 cuyas raices son respectivamente: — 3,1y
2y —2 —1,3.

32. Sean «, [y~ lasraicesde x* + px + q = 0; ¢ # 0, formar la ecuacion cuyas

; 1 1 1 1 1 1
raicessean: — + —; —+—-Yy — + —.
a BB v a v
Solucién.
Se deben tener: a+pf + =0 (1)
af+py+ya=p (2)
afy = —q (3)

Sea x® + Az? 4+ Bx + C = 0 la ecuacion buscada, note que se supuso 1 el

coeficiente de 2 pués debe ser de tercer grado, asi:

1 1 1 1 1 1
—+-+—-4+-+ —+-=-4
« ol a

(4)



33.

1 1.1 1 1 1,1 1 1 1 1
(a*‘g)(@‘i';)4‘(;'1'6)(&'1';)4‘(3'1'7)(&‘*‘;)—3 (5)
1 1.1 1.1 1
(E+B)(B+;)(a+;)——c
(6)
o1 1 1 af+Bytre 2 2
De(4)set|ene.2(a+6 5)_2 i - A:>A_q

De (5) ocupando (1)y (2) se llega a:

L1 1 @B+ +(e) _p* g P

aTFETET (aBy )2 v 7
Note que:
p* = (af + By +ya) = (afB)* + (87)* + (va)* + 2abvy(a+ B + )
D ;_7._a._5:_iz__1:_(j 021
e (6) a By ay afy q - q

Finalmente se llega a:
3, 2P o P’ 1 2.3 2
T +;x +?x+6:0(:>qx +2pqr +pr+q=0.

Sea p(x) = z* + 122° + az® + bxr + ¢ determine a,b y ¢ de modo que p(z)
admitaa = = 1 como una raiz de multiplicidad 3.

Solucioén.

34.

Debe tenerse que
plx) =2 + 1203 + ax? + bz + ¢ = (x — 1)°(Az + B)

=Az* +(—-3A+ B)2*+ (34— 3B)2>+ (- A+ 3B)zr — B
de donde igualando coeficientes, se tiene:
A=1, —-3A+B=12,34—-3B=a, —A+3B=by —B=c¢
entoncesdeaqui: A=1,B=15,a= —42,b=44y c¢= —15

Dado el polinomio p(z) = 3z° + 72* + 23 — 1022 — 142 — 8

a) ¢Cuantas raices positivas y cuantas negativas tiene p(x)?.

b) Determine las raices de p(x) si se sabe que tiene una raiz racional negativa y
que las raices complejas de la ecuacién =3 = 1 tambien son raices de p(z).



Solucion.
a) Por laregla de Descartes como hay solo un cambio de signo en p(x), la
formula nos dice ™ = 1 — 2k esto es valido solo para k£ = 0 = una raiz positiva
Ahorasi p(— )= — 32+ Tz* — 2* — 102% + 142 — 8, cuatro cambios de
signo = r~ =4—2k, k=0,1,20sea hay 402 00 raices negativas.
b) Por lo que nos afirman en ésta parte es decir que hay una raiz negativa y dos
complejas, necesariamente debe haber otra raiz negativa mas.
Las raices complejasde 23 =1 < (z — 1)(2? + 2 + 1) = 0 se obtienen de
22 4+ x + 1 = 0 entonces dividiendo p(x) por x>+ + 1 se recibe
s(x) = 32% + 42® — 62 — 8. Ahora atendiendo a que hay una raiz racional

negativa, sea ésta E; (p los divisores de 8y ¢ los divisores de 3), asi P se debe
q

elegirentre { £1, £2, +3, 4, 8, £, + 2, + 3, £ 2} yporel teorema

del resto o division sintética se llega a que dicha raiz resulta ser — 3’ pués

p(—3) = 0.Por Gltimo s(z) = (3z + 4)(«* — 2) con lo que las raices de p(x)
. 1 1 . 1 1 . 4

resultanser: — 1 +1v/3i, —1 - 1/34, 4 2, — /2

Note es mas inmediato factorizar s(x) para obtener igual resultado.

9.11. Ejercicios Propuestos

1. Efectie las divisiones de:

i) 42°+ 2125 — 2623 + 27z + 10 por (z +5)
i) 727 — 225 —42% — 5 por (z—1)
i) 32° + 22% — 102% + 62 — 17 porz? +x + 1

Respuesta.
i) s(x) =42+ 2 - 523 — 2?2 +52+2; r(x) =0
i) s(x) =725+ 725 + 52t + 523 + 522 +x + 1; r(z) = — 4
iii) s(x) = 32® — 2® — 22 — 7; r(x) = 15z — 10

2. Encontrar los valores de & para que al dividir z* — k%2 + 3 — k por z—3 resulte
como resto 4.



Respuesta.

— _ 16
k=5 V k= -1

En el polinomio p(x) = (z + a)(z + b)(z + ¢) el coeficiente de z? es ceroy en el
polinomio ¢(z) = (z —a)(x + b)(z + ¢) el coeficiente de = es cero. Ademas el
coeficiente de z en p(x) es igual al coeficiente de =2 en ¢(x). Demuestre que a

solo puede tomar los valores 0y 1.
4. Encontrar los valores de a y b para que el polinomio
p(z) = azt + ba® — 1222 + 21x — 5
sea divisible por 2z2 + 3z + 1.
Respuesta.

a= —220y b= —258

5. Determine los valoresde a y b para que el resto de la division de
p(z) = x* +22° + ax® + bz + 10 por x? + x — 2 sea:

i) 4z 45 i) 5.
Respuesta.
. 7 1 .. 7 9
|) a——§yb——§ ||) a——§yb——§

6. Por la division sintética hallar el cuociente y el resto, de la division de
p(z) = 2t + 223 — T2 — 8x + 15 por gq(z) = 2* + 2z — 3

Respuesta.
s(xy=a2*—4y r(zr)=3

7. Hallar el divisor ¢(z) sabiendo que la division de p(x) = z* + 62% + px + k por

q(z) resulta 22 + 2z — 3, y es exacta, indicando el valor de p y k adecuados.

Respuesta.
qlx)=2*—-22x+13 ; p=32y k= —39.

8. Demostrar que la condicién para que los polinomios p(r) =ax®+bx+cy

q(x) = a’x3 + b’z + ¢’ tengan un factor comln de la forma (z — ), a € C es
(be! — eb')(ab) — a'b)* = (d'c — ac’)?

9. Siun polinomio p(x) es dividido por z? — 3z + 2, demostrar que:

i) Elrestoes xz[p(2) — p(1)] + [2p(1) — p(2)]
ii) El término independiente de « en el cuociente es 1[p(0) — 2p(1) + p(2)]

10. Dado un polinomio p(z) y como el resto de la division por (z — a) es p(a).



Si el cuociente al dividirlo por (x — a) es g(x) y al dividirlo por (z —b) es

h(z), demostrar que ¢(b) = h(a) = L_f(b)
a [—
11. Determinar m para que los polinomios
plz)=2*+mz -6y q(z) =2 +mz —2
tengan una raiz en coman.
Respuesta.

m satisface la ecuacion (m + 1)(m? +7) = 0.

12. Sea la ecuacion 22® — x? — Tz + k = 0, determine k para que la suma de dos de
sus raices sea igual a 1.

Respuesta.
k= —3
13. Determinar k& de manera que las raices de la ecuacion
24282 —Te+k=0
satisfagan la relacion z3 = z3 + 3
Respuesta.
k= —-24V k= —12
14. Determine la condicién para que las raices de la ecuacion
ar® +bx’ +cx+d=0,a#0
estén en progresion geométrica. Verifique para la ecuacion y luego resuélvala.
8x3 — 4222 4+ 63z — 27 =0
Respuesta.
b3d — cta=0
15. Determinar k£ 'y p de manera que las raices de la ecuacion
ot — 423 — 362 +kx +p=0
esténen P.A.y luego resuelva la ecuacion.
Respuesta.
k = 66, p = 105; las raicesson: — 5, — 1,3y 7.

16. Si las raices de la ecuacion z® + 3pxz® + 3gxr +r = 0 estdn en progresion
armoénica, demuestre que 2¢® = r(3pg — )



., ] ; 1 1 .
17. Resolver la ecuacién 3z* — 10a® + 422 — x — 6 = 0 si unaraiz es 3 + 5 Ry

Respuesta.

Las raices son: 231+1 31 L1 31
T T3y T Vol g TVl

18. Si «, 3,7 son las raices de la ecuacion 3 + gz — r = 0. Encuentre el valor de:
) (B=7"+(y—0a)+(a—p)°
i) (B+7) "+ +a) " +(@+/)
Respuesta.
i) — 6g iy 4
r
19. Encuentre la suma de los cuadrados y la de los cubos, de las raices dela ecuacion
gt +ra+s=0
Respuesta.
—2qy —3r.

20. Resolver la ecuacion z* — 623 + 24x — 16 = 0 si se sabe que admite a — 2 como
una de sus raices y las otras tres, estan en progresion geomeétrica.

Respuesta.
Las raices son: — 2, 3 —+/5, 2, 3+ /5.

21. Si el producto de dos de las raices de la ecuacion z* + pz3 + qz> +rz +s =0 es
igual al producto de las otras dos, pruebe que 7% = p?s.

22. Si a, 3, son las raices de la ecuacion z* 4 px +r = 0, encuentre la ecuacion
cuyas raices sean: a+ 5 —2v, a+v—26,6+ v — 2a.

Respuesta.
2 4+ 9pr — 27r =0

23. Si el polinomio p(z) = 2t + prd + qo® — 18z — 12

se divide por (z + 1)(z + 3) el resto es 2z + 3, determine py q.
Respuesta.

p=4,q= -2

24. Hallar la relacion entre los coeficientes de la ecuacion z® 4+ px + ¢ = 0, si una de
sus raices es la suma de las inversas de las otras dos.

Respuesta.



p+¢*+1=0
25. Resolver =7 4 22° — z* 4+ 2% — 222 — 1 = 0 sabiendo que i es una de sus raices.

Respuesta.

Las raices son: i y — i cada una de multiplicidad dos , — 1, 3 + 1+/34, 1 — 1./3i

26. Sean ky p los restos de las divisiones de un polinomio p(z) por (z —a)y
(x — b). Demostrar que el resto de la division de p(x) por (z — a)(xz — b), €s

z—>b T —a
ke tpy—s (a#)

27. Determinar m de modo que la ecuacion =3 — 5z + m = 0 tenga dos raices a'y 3
tales que a + 8 = 2a8. Hallado m, resolver la ecuacion.

Respuesta.
m = 2 las raices son: i(5+ \/5), i(5— \/5), ~3

28. Sea p(z) = 22° — 192* + 5523 — 4922 — Tz + 10

i) Sin calcular las raices determine el numero maximo de raices positivas y
negativas de p(zx).

ii) Determine las posibles raices racionales de p(x).
iii) Factorice p(x) en productos de polinomios reales.
iv) Encuentre todas las raices de p(zx).

Respuesta.
1) Maximo 4 raices positivas, y exactamente una raiz negativa.
i) 1,2y 5.
i) p(z) = (2 — 1)(z — 2)(x — 5)(3: 1 \/5) (:z: 1+ \/5)
iv) 1,2,5,14+/2,1-+/2.

29. El polinomio p(z) = z* + a*z* + (3a — b)z + a — b debe cumplir que p(0) =0
y que dividido por (x — 1) deje resto 4.Encuentre ay b,y las raices del
polinomio.

Respuesta.

a=b= —3, las raices son: 0, —%(9—\/@), —%(9+\/ﬁ).






