Capitulo 8
NUmeros Complejos

8.1. El cuerpo de los complejos

Con los nimeros reales en el horizonte vamos a presentar un cuerpo que se
acostumbra a denotar por C y llamar nimeros complejos.

Definicion 1.
El cuerpo C esta formado por todos los pares ordenados de nimeros reales, en
éste cuerpo se definen las operaciones siguientes:
Suma (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)
Multiplicacion (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)
Igualdad

Como acabamos de definir los nUmeros complejos como pares ordenados se tiene
que:

(a,b) =(c,d) & a=c Nb=d
Nota 1.

Con estas definiciones es posible verificar los axiomas de cuerpo, cuya tarea
dejaremos al lector.
Notese que : V (a,b) € C

El neutro de la sumaesel (0,0).

El inverso de lasumaes ( — a, — b).

El neutro de la multiplicacion es (1,0).

El inverso de la multiplicacion es a4 —b
P a?4+b* a?+0b2)

Nota 2.



Las propiedades o teoremas de todo cuerpo, como las que se expusieron para el
caso de los numeros reales en el capitulo anterior, también los cumple C.

Notacion
Al inverso multiplicativo para cada elemento z = (a,b) de C, lo denotaremos por:
27t =1(a,b)]"!
Definicion 2.
Sean z1,z € C, definiremos: 21 — 20 = 21 + ( — 22)

—_— = Zl . Z2
22

Definicién 3.

Dado z = (a,b) se llama parte real de z a la primera componente del par (a,b)y
parte imaginaria a la segunda componente, las que se acostumbran a denotar por:

Rez =a, Imz=5»b

Los complejos de la forma (a,0) se acostumbran a llamar reales puros y
simplemente se denotan por a, es decir (a,0) = a. A su vez los de la forma (0,0)
se llaman imaginarios puros y se denotan por bs.

Note quesi b =1 = ¢ = (0,1).
También que > = (0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0)=(—-1,0)= —1

8.2. Representacion grafica.
Complejo Conjugado.
Como se han definido los complejos como pares ordenados, es posible

representarlos graficamente en el plano cartesiano, por tanto el complejo z = (a,b)
esté representado por el par ordenado (a,b). fig. 1



fig. 1
Definicion 4.
Sea z = (a, b) definimos el producto de un real por un complejo mediante:
kz=k(a,b) = (ka, kb)
Propiedades 1.
Sean z1,20 € Cy k,p € R entonces

1. kz € C

2. k(pz1) = (kp)z

3. (k+pz=kz +pxn
4. k(z1 + 29) = kz1 + k2o
5. 1z=2,1€R

Demostracion.
Todas son inmediatas por tanto se dejan propuestas.
Forma canonica.
Notemos que para todo complejo z = (z,y) se tiene:
z=(z,y) =2(1,0)+y(0,1) =z 1+ yi =z + yi, loque se justifica por la
definicién y notacion establecida con anterioridad.
Por tanto se llama forma canonica de un complejo z, a:
z=x+vyi, r,y e R
Con respecto a las operaciones definidas anteriormente, se tienen:

1. z1+2z=(a+bi)+(c+di)=a+c+ (b+d)i
2. z129 = (a+bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + be)i, seus6 i = — 1
3. kzy=k(a+bi)=ka+ kbi,Vk eR.



Los inversos de la suma y multiplicacién de a + bi son:

a b

TN Y ayE @

Complejo conjugado.
Definicion 5.

Sea z = a + bi se llama complejo conjugado de z,simbolicamente Z y se define
por z=a—bi

Propiedades 2.

Sean z,weCy kelR

1. Z==z2

2. kz=kz

3. z+tw=zZ+4+w
4. zw =zZw

Demostracion.

Son todas sencillas, solo demostraremos dos de ellas.

3. Sean z =a+bi AN w=c+ diluego

z+w=a+c+(b+di=a+c—(b+d)i=a—-bi+c—di=zZ+w

4. zw = (a+bi)(c+di) = ac —bd+ (ad + be)i = ac — bd — (ad + be)i
= ac —adi — bci — bd = (a — bi)(c —di) =Zw

8.3. Mddulo.

Sea z=a+ bi se define el modulo del complejo z,simbdlicamente |z|, al
numero real
|z| = v/ a? + b2

Note que si el complejo es real puro su mddulo coincide con su valor absoluto.

Propiedades 3.



1. 12| >0, |2/]=0< 2=0+0¢
2. |kz| = |k||z|, VE €R
3. [zl =[-=2 =7
4, 2> =27z
5. [zw| = [2]|w]
6. |2 =Ll wroto
w' o w|

|Rez| <|z]; |Imz|<|z]
|2+ w| < [z] + [w]

Demostracion.
Solo demostraremos algunas de ellas, dejando el resto para su ejercicio.

4, 27 = (a+bi)(a—bi)=a®—b%>=a®+b>= |z

a+bi 1 :
” ‘c_'_di‘:02+d2|ac—|—bd+(bc—ad)z| ; c,d#0

1
= m\/(ac + bd)2 —|— (bC — (J,d)2 =

B Va? + b2 el
Vez+d2 oo |

8 lz+wPfP=0C+w)(ztw) =(z+w)(Z+wW)=2Z+ 20+ wz+ww

V(@) D)

= |z|> + 2(Rez Rew + Im 2z Imw) + |w|?
= |22 + 2 Re (zw) + |w|?, pero Re (2w) < |zw| = |z||w]|
< [z + 2 |2l[@] + |w]* = (2] + |w])*
luego: |z 4+ w| < |z| + |w|
Propiedad 4.
C no es un cuerpo ordenado.
Demostracion.

Lo demostraremos por contradiccion, supongamos existe C*que cumpla los
axiomas de cuerpo ordenado.

Como i # 0 entonces i € C* Vv (—i) € C*



Supéngaseque i e CT =i-i=i>= —1e€CF = 1¢C" (¥
pero (—1)(—1) € C" & 1 € C* loque se contradice con (*), luegoi ¢ C*
en forma analoga se prueba que ( —i) ¢ C*.

Por tanto C no es un cuerpo ordenado y solo pueden usarse desigualdades entre
partes reales o partes imaginarias 0 modulos de complejos, pero no entre estos.

8.4. Complejos y vectores.

Como se dijo anteriormente un complejo queda representado por un par ordenado
(a,b)en el plano cartesiano, pero tambien se acostumbra a representarlo no por un
punto sino por el vector que va desde el origen hasta el punto (a,b), introduciendo
con ello la representatividad de complejos por medio de vectores geométricos con
todo el potencial que implican tratarlos como tales.(fig. 2)

Es mas, estos complejos representados asi se consideran vectores deslizantes es por
eso que cada complejo z =a+ bino tiene solamente un vector que lo
representa.(fig. 3)

En el plano cartesiano al eje X se acostumbra a llamareje real, eje en el que se
ubica la parte real « del complejo a+bi, y a su vez al eje Y se llama eje
imaginario y en el que se ubica la parte imaginaria b de a + bs.

fig. 2 fig. 3

Suma y ponderacion.



La tipica suma y ponderacion (fig. 4) definida entre los vectores geométricos, se
define naturalmente para los complejos considerados como vectores, con todas las
consecuencias que llevan estas definiciones .

Z Z+W }ﬂ//
i , kz|o<k N

fig.4

Consecuencias tales como por ejemplo: la ponderacion de un ndmero real por un
complejo kz, k € R representa el alargamiento o acortamiento con o sin cambio
de sentido del complejo seguin sean los valores del real k.

Con respecto al médulo del complejo z coincide con la magnitud del vector z.

La distancia entre los complejos z y w esta dada por |z — w|

8.5. Forma Trigonometrica.

Sea 6 el angulo orientado, medido desde el eje real al vector z en sentido
antihorario, de la fig. 5 para cualquier 6 se tiene:

y
Zz=a+bhi
b
P,
(2
0 a X

fig. 5



a=|z|cosO, b=|z|senf = z=a+bi=|z|(cosO+isen)
a ésta Ultima expresion se llama forma trigonométrica del complejo z, qué también
se suele denotar por

z=pcisf; donde p = |z|, cis = cosf + isenb

El &ngulo 6 se acostumbra a llamar "argumento de 2"y su valor eta comprendido
entre0y 2.

También de la figura se obtiene la férmula no menos importante, tg6 = b que
nos permite calcular el argumento 6, note que la ubicacién del argumento sggun el
cuadrante es importante, asi se tiene:

Sia>0 A b>0 = 60 €lcuadrante

Sia<0 A b>0 = 0ellcuadrante

Sia<0 A b<0 = 0elll cuadrante

Sia>0 A b<0 = 60 ¢clVcuadrante

Sia=0 A b>0:>9:g, Si a=0 A b<0:>0:377r Vo= —

ol

Sia>0Ab=0=60=0,Si a<0Ab=0=0=mn

Multiplicacion y Cuociente

Dados z; = picisa Y 2z = pecisa; p1 = |21], p2 = |22| entonces

1) 21290 = p1pacis(a+ 3)

2) ﬁ:&cis(a—ﬁ)

29 P2

Demostracion.

2129 = p1p2 (cos a +isena)(cos B+ isen 3)

= p1p2 [cosacos B — sena sen B + (senacos f+ cos a sen 3)i]

= p1p2 [cos (a+ B) +isen (o + B)] = pipz cis (o + )

2z pi(cosa+isena)  pi(cosa+isena)(cos B —isenf3)
2z pa(cosfB+isenfB) p2(cos? B —i? sen? 3)
s [cosacos B+ senasen + (senacos f — cos a sen (3)i]
P2

= ﬂ[cos(oz—ﬁ)—|—Z'S€n(04—ﬂ)] = &cis(a—ﬁ)
P2 P2



Potenciacion.
Formula de Moivre.

Dado z = p[cosa + isena] entonces 2" = p"[cosna +isennal ,n € N

Para p = 1 obtenemos la formula de Moivre es decir

[cosa +isena]” = cosna + isenna
Demostracion.
Por induccion,
i) Para n =1, setiene z = p[cosa + isena] loque es verdadero

ii) Sea valido para n, osea: z" = p"[cosna + isenna] H.L.
Por demostrar para n + 1, 0 sea qué

2 = p™lcos(n + 1)a +isen(n+1)a] T.
En efecto, 2™ = 2"z = p*[cosna + i sennal p[cos a + i sen ql

= p"(cosnacosa — senna sen a) + (senna cos a + cos na sen )il

= p""cos (na + a) + sen(na + a)]

= p"cos (n + 1)a +isen (n + 1)a]
Observacion.
Si n es negativo también se cumple la formula de Moivre, pués

Sean z=cosa+isena, n= —m con m €N

2" =[cosa+isenal” =[cosa+isena]™"

n 1 1

T [cosa+isenal™ T cosmatisenma

z

Radicacion.
Dado z = p(cosa+isena) , p=|z|
entonces \"/_:\'/ﬁ[cos%ﬂ%+z’sen grta) kg =0,1,2....(n— 1)

Demostracion.

(/E es de suponer que es un complejo de la forma r(cos 0 + isen ) por tanto

Vz=(p[cosa+isen a])n = r(cos 0 + isen 8) de donde obtenemos

p(cosa+isena) =r"(cosnb + isennf) ahora, por igualdad de complejos



p COS o = r"cosnb (1)
psena =r'sennd (2)
elevando al cuadrado y sumando se obtiene p? = r?" < r = /p en (1)resulta

cosnf =cosa = nf=a+2krt & 0= %2’” notemos que estos valores de ¢
verifican la ecuacion (2) en consecuencia se tiene

Vz = W[cos%;#-l-isen 2’”%], k=0,1,2....(n—1)
Notacion de Euler.

La siguiente notacion de un ndmero complejo tiene su justificacion en los
desarrollos en serie, topico que excede las intenciones de éste texto, sin embargo
daremos una definicion con el fin de poder ocuparla en los ejercicios que procedan.

Definicion.
El complejo z = p[cosf + i senf] se puede expresar como
z=pe" donde e =cosh+isend
"e" es la base de los logaritmos naturales.
Propiedad 5.
1. et . gifs — pilb1+6)

2. ()1 = e

3. % = ei(th=02)
e'2

4. ei(0+2k7r) _ eiG’ LeZ
5. (eia)k =eh keZ
Demostracion

Todas son sencillas de demostrar, solo mostraremos una de ellas el resto quedan
para su ejercitacion.

1. e . e = (cosh) +isenb)(cosby+isen )
= [cos by cos Oy — sen By sen by + (sen By cos Oy + cos by sen 05)i]

= [cos () + 62) +isen () + 6;)] = e'(r+02)



8.6. Ejercicios Resueltos

1. Calcular:

a) (3+7i)(—5+2i)

54+4i 1
by 23— 2
) 576 6B
Solucioén.
) (347))(—5+2i)= —15+6i —35i + 14> = — 29 — 29i = — 29(1 +4)
544i 1 . (+4)>B-6i) 2 3
b) 2 23— 2i) = L2
) 576 6B 25 + 36 61 61

= (49 - 10) — & — Zi= 447 - 13i)

2. Expresaren laforma a + bi

(3+5i)(2—1)°

a) z=

(4 — 1)
i 2
b) [ TR
Solucién.
CB+si2-9)’ 1 . N3
) 2= G 1) _—1—7(3+5z)(2—z) (4i 4+ 1)
_ 1i7(3+5i)(2—11@)(4@'+1) = —(9+130)
b)
o 2 2 _it+2_(+2)(A-9 1., .
A ) Bl L B R e e L

3. Calcular el médulo de:

(2 —3i)'(1 —4)?
(541)

a) z=

1= 3.
—-i; re€R

b) w= _
) U= T




Solucién.

2= 3i[1—i* _ (V13)4(V2)P _ 322\/_26\/5

a)|| |5—|—Z| - \/% \/*\/—

b) | = |- ——\
1+2@7‘

_|4i—47“—3@'—6m'2‘_ 1 2r+d] 1
B 4(1 + 2ir) 41+ 2] 4 a2 41

4. Demostrar que
|2+ w + [z — w]* = 2 (|]2° + |w]?)
e interpretar geométricamente esta igualdad.
Demostracion.
2+ wf + |z —wf’ = (2 +w)(zF w) + (2 — w)(Z=w)
=22+ wP+zw+wz + |2+ |w* - 2zw—-wz
=2(]2* + |w]*)

Notese de la fig. 6, que el resultado anterior indica que la suma de los cuadrados de
las diagonales de un paralelogramo es igual al doble de la suma de los cuadrados de
sus lados.

o
;Z
x

fig. 6

5. Expresar en laforma a + bi el complejo z =/ — 7+ 24i

Solucion.

Sea / —T+24i=zx+yi < —7+24i=2%—y>+ 2zyi deaqui se obtienen



22 —y?>= —T7 A 2zy =24 de donde resolviendo resultan =z =43 e y = +4

luego z = +(3 + 4i)

2km »

ap=¢€en', k=1,2,....,(n—1)
. . 1
6. Determinar un complejo z tal que: |z| = T = |1—z|
z
Solucion.

Sea z = x + yi, de la igualdad dada se obtienen:
2P =1 22+ =1
2] = 1—2l & 2*+y* = (1-2)* +4* (2)

1
De (2), z = :>y:i\/7§, luego z=§i§i

N | =

. 1
7. Demostrar que si z + — esreal, entonces Im(z) =0 V |z| =1
z

Demostracion.

(1)

Sea z = + yi,entonces z + 1 =z +yi+ L — o4 yi + 1 (x — yi)

z+yi 242

z+i=x+ 717 T (¥ — )i, para que este complejo sea un real puro se

z2+y?

debetener y—ﬁ:O@y(l—@>:O®y:0\/l— 1

-752+y2

8. Demostrarque V z,w € C:
a) Re(z +w) = Re(z) + Re(w)
b) Im(z+ w) = Im(z) + Im(w)
C) Re(zw) = Re(z)Re(w) — Im(z)Im(w)
d) Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w)
Demostracion.

Sean z=z+4+yi, w=a+ b

a) Re(z+w)= Re[z+a+ (y+0b)i] =+ a= Re(z) + Re(w)
b) Se demuestra como a).

=0,



c) Re(zw) = Relra — yb + (ya + xb)i] = xa — yb
= Re(z)Re(w) — Im(z)Im(w)
d) Im(zw) = zb+ ya = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w)

9. Demostrar que

Demostracion.

Por la parte a) del problema anterior se tiene:

)+ Re(

zZ+w z+w): e(

z z w

z4+w zZ4+w

Re(

10. Si |z| =1, z,w € C; demuestre que

Recordemos: |z|? = 2%, |z| = |z| ademas zZ = 1? = 1, entonces

R L.
zw+1l 1Zw +zz1 (w+2)| _2_

11. Sean zi, z9, z3 complejos cada uno de modulo 1, tales que z; + 2o + 23 =0

1 1 1
probarque — + — 4+ — =0
21 22 <3

Prueba.

1 ,
nEom=1e2z= = analogamente para 2z, y 23 entonces z; + 2o+ 23 =0

12. Determinar el lugar geométrico de un complejo z = x + yi que verifica la
condicion |(1+1i)z — (14 3i)| <1

Solucién.



(1+i)z— (1430 <1 & |1+i)(e+yi)—(1+3) <1 &

(e—y-D+@+y-3)il<le/@-y-1)0+@+y-3°<1le

9
202 + 2y — 8z —4dy +10< 1 (:)x2—4x+y2—2y+§§0<:)

9 1 .
(m—2)2+(y—1)2—5+§§0 @(m—2)2+(y—1)2<§, asf el lugar

geométrico del complejo z es un circulo de centro (2, 1) y radio -

S

. . z+1
13. Determinar la curva que debe recorrer el complejo z para que w = ] sea
Z J—
imaginario puro

Solucion.
Sea z = x + yi, entonces:

241 zH+1+yi 2> +y>—1—-2yi .
w = = - = 5 , para que este complejo sea
z—1 x—141wyi (x—1)° 4192

imaginario puro se debe tener que z? +y*> — 1 = 0, luego = debe recorrer una

circunferencia de centro (0, 0) y radio 1.

14. Sea z; = a + bi un complejo fijoy 2z, = x + yi un complejo que recorre la recta
y = mx + n. Determinar la curva que recorre el complejo z = z; + z5.

Solucion.
Sea z=u+vi=z+zn=a+bit+trt+yi=a+bi+az+ (mr+n)i &

utvi=a+z+b+mr+n)i & u=a+x N v=b+mzr+n
eliminando x entre estas dos ecuaciones, se tiene v = mu + (b +n — ma),
ecuacién que nos indica que z recorre una recta paralelaalarecta y = mxz +n

15. Sea z = x + yi, demuestre que |z[\/2 > |z| + |y|
Demostracion.
Como (|z|+ [y)* > 0 & [z* + |y[* > 2 |vy| & 2(|2* + [y[*) > (|2] + |y])?

de donde extrayendo raiz cuadrada se tiene |z|v/2 > |z| + |y].



Obsérveseque la igualdad se verifica para y = +x.

16. Aprovechando las raices clbicas de la unidad, factorice z* + a3, a € R; en tres

factores de primer grado.

Solucion.
23+ a® = (v +a)(2? — za + a?) = (x + a)(z + aw)(z + aw?) pués
(z + aw)(z + aw?) = 2* + a(w + w?) + a*w?, pero w* =1y como

wW4w+1l=0cw+uw?= —1.

17. Si w es una raiz cubica compleja de la unidad, probar que:
a) (1+uw?)' =w
b) (1—w+w?)(1+w—w?) =4
c) (2+ 2w+ 5w?)’ =729

Prueba.

Por ser w una raiz cuibica compleja de 1, satisface: w? =1 Aw? +w+1=0

a) (1—|—w2)4=(—w)4:w3w:w

b) (1—w+w?)(1+w—w?)=(-2w)(—2w?) =4uw=4
) (24 2w+ 5w’ = [2(1 4+ w) + 5uw?]® = (- 2w?® + 5u?)® = (3u?)
= 36(w?)2 = 729

6

18. Demostrar que si la ecuacion 22 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, tiene una raiz real
se verifica d? — abd + b*c =0
Solucion.

Sea r laraiz real entonces,

P+ (a+bi)r+c+di=0< r*+ar+c=0 A br+d=0, eliminando r

entre las dos Gltimas ecuaciones se obtiene d? — abd + b%c =0



19. Hallar la forma trigonométrica de los siguientes complejos:

a) V/3+i b) —/3+i

c) 1714 d) 13
e) 3—4i f) —2i
Solucioén.

1 iz
Q) p=V4=2tgf=—,0€el = ng; luego 22202'3%:267’5

V3

b) p=2; tgfh = \/,HEII:> 9—” Iue90z—2czs = 2¢i%
C) p=17;a:()/\b:l?éHzg;lue902217cisg:17ei%
d p=13;a=13Ab=0= 0=0;luego z = 13¢is0 = 13¢"
e) p:5;a:3/\b=—4:«9:Arctg(—§),9€ﬂ/;z:5ci39.

3 3 - 37
) p=2a=0A0b= —2:>0:?7T;|uego z:20is§:2el%

20. Calcular:
oo T2 3cis 56?r
a) (3 cis E) (2 cis 5) b) 6cis T
Solucion.

s T 2 7r s T
< "\ (2 ¢ _) _ ( . _) 4 —19¢i (_ ) —19ig T
a) (3013 6)( cis 3 3cis 5 (4cism) cis (& + cis

3cis™ 1 5 1 .2
b) 6 :—cz's(—ﬁ—f):—cis—Tr

6 6 2 3

21. Hallar
a) v/ -8 b) /1 ¢) /32
Solucion.
a) Sea 2= —8i = p=238,0= —Iuego \‘/_— \/éczs% k=0,1,2

Con lo que, resultan:  z; = 2cis 7, =2cis T ¢ Y 23 =2cis 1(13”



22,

23.

b) Sea z=1=p=1, 6 =0 luego \/E—czs%—” k=0,1,2,3,4 de donde se

obtienen:

— 6T _ 8
5,24—CZSFyZ CZS?

c) Sea z= —32=p=232,0=nmluego \/z = v/32cis 2T £k =0,1,2,3,4

z1 =180, z9 = cis 2r , 23 = CiS

de donde se obtienen:

= 2(328 , 29 = 20is 3L, 2z = 2cis T, z4 = 2cis T y 2z =2cis &

5 ’ 5

Sea A = (_1+2\/§i)" + (== */_7) probar que A esigual a 2 sin es miltiplo de

3 yesiguala ( — 1)sies cualquier otro nimero.

Prueba
Por el teorema de Moivre, sean:

p= T 10 =2 g e IT = 0 =2 luego 2" = cis2T

w:—l—T\/*;’iip:l;tgH__f OEIII:>0—47r luego w” —0234?

2 4 2
dedonde A =z"+uw" = czsﬂ—l—cisﬂ—Zcosﬁ.

3 3 3
Sin=3k,k€Z"= A=2cos2kn =2
Si n es cualquier otro nimero, puede ser: n =3k+1 Vn=3k+2,k € Z";

A = oL g Bk
2m 2m 47 4
= cos (2km + ?) + i sen (2km + ?) + cos (4km + ?) + i sen (4km + —W)

3
1 3 1 /3

= _ = A A |
5 Ty Ty

Analogamente, si n = 3k + 2 también serecibe A = —1

Resolver : (%) + (1—\;;) =2

Solucioén.

De inmediato (1 + ) \/_czs— A (1 —1) \/_czs - —

luego queda  (cis )" + (cis (— )" =/2 <

cos(gx) +1 sen(gm) + cos( — gx) +isen(— %x) = \/5 N



2
2005(%@ =2 & gx = cosl(%) = 2k7r:|:g & ¢ =8k+l, k € Z.

. 1 1
24. Si z + — = 2 cos a. Demostrar que z" + — = 2cosna
z Z?’L

Demostracion.
Como z + % =2cosa & 22 —2cosa z +1 =0, resolviendo esta ecuacion

obtenemos z = cosa tisena,

1
luego 2" =cosnatisenna A — = 27" =cosnaFisenna
z

. 1
de donde finalmente 2" + — = 2 cosna
z

25. Si p A g son las raices de 2% — 2z + 2 = 0, demostrar que:

L[ (x+p)" — (x+q)"] = senndcosec”¢, donde cotgep =z + 1.

Demostracion.

Resolviendo 22 —2z+2 =0 obtenemos p=1 4+ i, ¢ =1 —i;
por otra parte = = cotg¢ — 1 asi resulta

[+ p) (0] = 5 (cotgd + )" — (cotgd— i)
1

- cos ¢ + isen¢>n B (cosgb — isen¢)n]

sen ¢ sen ¢

(

1 _ '
= s s [(cosng +isenng) — (cosng +isenng)]

= senn¢ cosec” ¢

26. Si n es un entero positivo , demostrar que:

(1+4)"+ (1 —i)" =25 cos %

Demostracion.

Como (1+414)=+/2cisT A (1—i)=+/2¢cis(—T) luego



(1+i)”+(1—i)”:2%[cos%+isen%+cos(— %ﬂ)—l—isen(— Z)]

n nm n nim
=222¢c05 — = 22" cos —

4

27. Demostrar que:
senTa = Tsena — 56 sena + 112 sena — 64 sen’«

Demostracion.

Como (cisa)’ = cisTa = cosTa +isenTa (1), y por otra parte,

(cisa)” = (8)608704 + (I)COSGOz senai+ (;)cos%z sen’ai? +

+ (5)003404 sendaid + (Z)cos?’a sentait + (2)603204 sen® ai® +

+ (g)cosa senSaib + (;) sen"a i’

Tad
Por (1) igualando partes imaginarias entre si, en este caso obtenemos

senTa = (I)COS6C¥ SEN o — (5)008404 sen3a + (57))005206 8671504 — (;) sen7a

simplificando esta expresion y recordando que cos?a = 1 — sen’« se recibe
7

senTa = Tsena — 56 sen*a + 112 sen®a — 64 sen’«

28. Encontrar la parte real, la parte imaginaria y el modulo de

1+ cosp + isen¢
z = :
1+ cosf + isenf

Solucion.
. e o' a
Ocupando las férmulas 1+ cosa = 2cos ) A sena = 2sen 5 €085
it 2 cos2§ + 2 sen % cos % cos % (cos % + isen %)
resulta: z = =
20 o - 0 0 0 0 oo 0
2cos?5 + 12 sen 5 cos 5 cosg (cosg +isen3)
cos% cz’s% cis(— %) cos% o —0
= = cis luego
0 .0 .- 0 0 9
cosg cisy cis(— 3)  cosg
cos% cos% -0 cos% o —0
2| = —, Rez= - cos y Imz= o sen
cos 5 cos 5 2 cos 5 2

.
29. Dado an+ibn:(+Tl\/§)”



1
Demuestre que a,_1b, — a,b,_1 = 5\/§

Demostracion.

a, +1ib, = (1+;\/§)” = (cis §)" =cis § & a, = cos g ANb, = sen’s
(n—1)m nm nm (n—1)m
por tanto a,_1b, — a,b, 1 = cos ———— sen— — cos — sen ————
3 3 3 3
nr  (n— 17w |
= _—— | = — = —1/3
sen| 3 3 | = sen 3= 5 V3

30. Expresar en la forma a + bi, la suma

S=1+ = + ! + + !
L+i (1+4) (1414)%
Solucién.
Observe que los téerminos de la suma forman una P.G., asi:
1+4)% —1 1
S:( +Z)—1 =1+ 5w — 1] (1)
(144" —1 (1+1)

Ahora, (1+14)% = (v/2cis 2)28 = 2V¢isTr = — 2™, luegoen (1)

S=1+[-2"M_1]i=1-[2"4+1]

3

en la forma bi y probar que |z|> =4 Rez — 3
24+ cosO+isenb atbryp que || €z

31. Expresar

Solucion.
3 24+ cosf —isenfl 6+ 3cosb 3sent
= — 1
24+ cosB+isenf 2+ cosl@ —isent 5+4cosf@ 5H+4cosh

que es de la forma a + bi, ahora

6+ 3cosb 3sent 9
2 2 2
=(— S V' S 1
g (5+40050) +( 5—}—40050) 5-+4cosb (1)
por otra parte

6+ 3cosb 9
4 - 3=4(—F)—-3=—— 2
fez=3 (5+40039) 3 5+ 4cosf (2)

finalmentepor (1) y (2) setiene: |2|>=4Rez— 3

32. Pruebe que (x+1)"—2"—1 es divisible por z*>+x+1 si y solo si
n € N, impar no multiplo de 3.



33.

Sea p(x) = (x+1)" —a2" —1, las raices de x> + x + 1 deben satisfacer a p(z)
osea x; = —%+£z‘ yz,= —%—ﬁz’ asi

p(zy) = (% + 732) - ( L+ 232) — 1, ocupando la forma trigonométrica

p(l"l):(COS——i—zsen—) 5271_7r+zsen2nT7r)_1
p(ﬂm) = (cos? — COS 2”7” — 1) + (sen? — sen 2?)2

Sean=3k,n=3k+1y n=3k+2con keZ", para n = 3k se tiene
p(z1) = coskm — cos2km — 1 + (sen km — sen 2km)i

p(z1) = (—1)" =1 —1 %0, luego debe ser n # 3k.

Sea n =3k +1

p(z1) = cos(km + 5) — cos (2km + 2) — 1 + [sen (k7 + §) — sen(2kw + 2F)]i
plzy) = (—1)" cosf—cosF —1+[(—1) seng—sen%f]z

Si k par = n impar no multiplo de 3, queda

p(zr1) = —+——1+£—£

Analogamente resulta para n = 3k + 2, como también para la raiz x,.

Demostrar que uniendo los complejos z 'y w con el origen se forma un angulo
recto si y solo si

— esimaginariopuro V zZw+zw =20
w

Demostracion.(fig. 7)

T . ,
(=) Sea ¢1—¢2=§7 Z=picisQr N w= p3Cis g

z . Tz e

—:ﬂczs(gbl—gbg),como gbl—gbgz—:—:ﬂz(lmagmarlopuro)

wo P 2w p

O bien,

z=Ljwesz=—-2iw luego zw+zw= - 2iwvw+2iww=0
P2 P2 P2 P2

i




34.

fig. 7
(=) Por hipotesis sean g =bi V Zw+ 2w = 0, por definicion
= %ciS(QSl — o) =bi = %cos (01 —2) =0 = ¢ — g = g, también
2 2

z
w
observe que: Zw+ zw =0 < 2pipycos(dr — ¢2) =0 = ¢1 — ¢ = 3.

Si w es una raiz ctbica compleja de la unidad, probar que los puntos
_ 1 _ . _ 2 — 2 _ 1
zZ1 = w, 29 =WwW—wW", 23=Ww

son los vértices de un triangulo equilatero

Prueba.

35.

Si w es una raiz ctbica compleja de la unidad entonces w = cis %’r , luego

m=w-—w=(1-ww=zcis ¥
z=w?—1=w—w = (w—w)w = 2cis I

Note que z1,22 Y =23 tienen el mismo modulo que es 3 y que 2, es z; rotado en
%’r Yy z3€S 2z, rotado en 2{ por tanto  z1,2z0 Y 23 son los vértices de un
triangulo equilatero

Sea « una raiz quinta compleja de launidady sea z; = a —a* A 29 =a? — a3
Calcular z? + 23 A z?x3.Dedlzcase de ello que =z, y x, son raices de una
ecuacion de cuarto grado con coeficientes enteros.

Solucién.

=1 (a-D(c*+a*+a?+a+1)=0 pero a #1=

al+a+a’+a+1=0ahora 23 =a%—-20a°+a® =a®+a® -2y también
ri=a'+a—2,dedonde 2?+2i=0a'+aP+at+a—-4=-1-4= -5
y z3a3 =5

Por otra parte, si az’+bz+c=0=21420=—2 ANz +2=2<si z=21?

a

entonces la ecuacion buscada resulta ser z* + 522+ 5 = 0.

36. Probar que el producto de las n raices de la ecuacién =" =a es (—1)""a, a > 0

Prueba.

x:\’/_:\’/acis%%:xk; k=0,1,2,......,n—1.

el producto de estas raices sera:



37. Calcular la suma

= ];0(2) sen(a + kf3)
Solucién.
Sea C, =3 (}) cos(a + kf)
k=0
C,+1iS, = Xn: (1) [cos(a+ kB) + isen(a + kB)] = Xn: (") pilatkp)
k=0 k=0

= emi (1) e*h = e (14 €0)" (1)
k=0

Por otra parte
(1 + e’ﬂ)n = (14 cosB+isenp)" = (2 0052§ +1i2sen gcos g)n

nb (cos —I—zseng) =2”cos"ﬂ in 3 (2)

Ahora, remplazando (2) en (1) se tiene

= 2"cos

Cp+iS, =2"cos"l e ilatn$) = gneggn Jlcos(a+nf) +isen(a+nb)]

luego, S, = 2"cos" 2sen(a+n§)

8.7. Ejercicios Propuestos

1. Exprese en la forma a + bi, los complejos siguientes:

1
4+ 37)? b
8) (4+30) ) 513
342 21436i 7— 26i
) 373 ) s 3T
14+, -
e) [ 4 ) 4ab + 2i(a? — b?)

V2

Respuesta.



) 3 5) 12
24 — = — 4+ = -1
a) 7+ 24i b) 31 34 c) 13—1-13@ d) 8 e)
f) £la+b+ (a—b)i]
2. Resolver para z y w complejos el sistema
(1414)z —tw=241
2+i)z+(2—i)w=2i
Respuesta.

1 1
2 (6—90), w=5(~16+110)

T 13
3. Encontrar x e y reales tales que:

1 2

— + — =141
T+ =y
Respuesta.
x=0.3, y=0.9
4. Simplifique las expresiones siguientes:
a) (a+bi)’+ (a—bi)’
b) (1+ai)*+(1—ai)
0 a+ bi n a— bi
c+di c—di
Respuesta.
2(ac + bd)
2 2 2 4
a) 2(@ —b) b) 2 —12a +2a/ C) W

5. Si w es una raiz cubica compleja de la unidad, demostrar:
a) (1-w)(l—w?)(1l-w)(1-uw’)=9

1 2
b) v e 3

r—1 z—w x—w? x3-1

6. Si « esunaraiz séptima de la unidad distinta de 1, demostrar:

(0% 042 Oé3

1+a2+1—|—a4+1+a6_ B

7. Demostrar que la suma de las raices cubicas de z = 23(1 + z\/§) es nula.

8. Demuestre que



(1+3) (14 V/33) (cos & + i send) = 2¢/2 cis (5 + )
10. Demuestre que
[(V3+D)+(V3-1)q% = 2%
11. Calcule
a) (1+9)”, neN
b) (1+ cos¢p+sen¢i)’, neN

c) (L\/gi)wfﬂ

1—1

Respuesta.

a) 2% b) 2”003"% ei's c) — 2%

12. Resolver
a) 224+2(1+2i)z—(11+2i)=0
b) (1+4)22—(7—13i)z+2+60i=0
C) \/§z2 —z—1=0

Respuesta.

3 1 31
a) 2—i, —4—3i b) T—2, 345 ¢ %—i—ii, - ¥

13. Calcular las raices cuadradas de los siguientes nUmeros complejos:
a) z=1+4/3i b) 46 — 14/3

Respuesta.
a) i(2+\/§i) b) i(?—\/ﬁz‘)

14. Precisar donde se encuentran las imagenes de los complejos z, tales que:
a) |z—il <1 b) |z|+z=2+1i

Respuesta.
a) Puntos interiores y en la frontera de la circunferencia de centro (0,1) y r =1

b) (1)
15. Hallar el lugar geométrico de la imagen del complejo z que verifica:
a) |z|=2|z—1] b) [z —1| <2]|z+1]

Respuesta.



a) Circunferencia de centro (3,0) y radio 2,

a) Puntos exteriores y en la frontera de la circunferencia de centro (— 2,0) y

r=1
16. Si |z1| =|z2| = - - - - =|z4] =1 demuestre que

11 1
2+t At = o+
Z1 z9 Zn

17. Determinar las partes real e imaginaria de

z=(—1+\/§i)3n+(—1—\/§i)3n, neN

Respuesta.

Rez=2%" TImz=0

18. Simplifique
1+itgaqn 1+ sen® +icosf\"
—_— b
2) [1—itgoj ) (1+sen9—isen9)
Respuesta.
a) cosna +isenna b) cosn(%—@)—kisenn(%—@)

n n
19. Determine los valores que toma la expresion A = (1 + % @) — (1 — % z)

segln sea el valor de n,(n € N). Deduzca de lo anterior que, si n es multiplo de
6,

n 1(n 1(n 217 n _

(1)_§<3)+?(5)+ cee (1) (n—l) =0
20. Los complejos z; Y =z son las raices de la ecuacién

22— (8+5i) 2 +8+26i=0

Determine un complejo zs, tal que el tridngulo formado por z1,z, Yy z3sea
equilatero.

Respuesta.
8 +2v/3—4v/3i; 8 —2/3+4/3i
2. Si w1 =2+434, uo= —1414Yy wuz3=1-—214. Encontrar tres complejos z1, zo

y z3 que verifiquen el sistema
Uy = 21 + 29 + 23
Uy = 21 + w122 + Wozg

Uz = 21 + wae2s + w123



Donde 1, w;y ws son las raices cubicas de la unidad en orden creciente de sus
argumentos.

Respuesta.
a=3(1+0), »=1(4+3V3)-t(2v3 -7),
H(4-3vE) +E(2vB +7)i

22.Si x=a+b, y=aw+bw’y z=aw?+bw, donde w es una raiz clbica
compleja de la unidad, demostrar que:

z3 =

a) zyz=a+0b
b) 2>+ y*+22=6ab
23. Calcular (14 w)" + (1 +w?)", en que w es una de las raices cubicas complejas
de la unidad.

Respuesta.

2cos ng

24. Determinar a y b de maneraque z = 1+ i Sea una raiz de la ecuacion
P 4a+b=0

Respuesta.
a=2, b=28

25. Demostrar que el nimero =z = 1_;/52' satisface cada una de las ecuaciones
siguientes:

3 1 _
) .=l

b) 28 — 2T +254224+2=1

26. Demostrar que si 22 = (2)?, z es real o bien imaginario puro.
27. Calcular:

a) Las raices quintas de — 32.

b) Las raices cuadradas de 1.
Respuesta.

(2k+1)rri (k7r+£)i
a) z.=2e 5 L k=0,1,2,3,4. b) zp =" k=0,1.

28. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) A —(z+1)'=0



b) 26 —1+i=0

Respuesta.

1
ap — 17
b) z=¥/2eE®Dii k=0,1,2,3,4,5.

Q) z= ap =¢e" k=123
29. Dado el complejo z = (sena — sen ) — (cos o — cos 3) i, calcular z2°,

Respuesta.
220(sen%ﬂ)20cis 10(a + B)

30. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (z4+9)"—(z—1)"=0
o) (1+V1-22)" = (1-V1-22)"

c) 2"=(z+1)"

Respuesta.
a) z= %,akze%i, k=1,2,....,(n—1)
b)z:i¢§%¢%:e%ﬂk=QLl.“ﬂn—D
) z=_tap=e", k=12....,(n—1)

31. Demostrar que Rez > 0siysolosi |z—1| <]|z+ 1|,y dibuje los puntos del
plano complejo que satisfacen esta relacion .

32. Demostrar que la ecuacién 32z° = (z + 1)° tiene cuatro raices imaginarias, dos

de las cuales estan en el segundo cuadrante y dos en el tercero. Demostrar tambien
2

que todas las raices estén sobre la circunferencia (z — 1)° + 32 = (2)?
33. Demostrar que:
a) cosb50 = cos’0 — 10 cos®0 sen?0 + 5 cos O sen*d
b) cos®0 + sen® = £ (cos 86 + 28 cos 40 + 35)
34. Si n es multiplo 4, demostrar que
1+2043%+ - - - - +ni" = —2(1+1)

35. Para z # 1 setiene



36.

37.

38.

39.

40.

41.

1 — Zn+1

I+z+224 - 42" =
1—=z
aproveche esta igualdad para demostrar
& 1 sen(2n+1)%
Zcos kO = — + (—9)2
o 2 2sen g
& 1 0 cos(2n+1)¢
Zsenk@ = —cotg - — (—9)2, 0<f<2m
— 2 2 2sen 5

Demostrar que si los puntos z1, zo Y z3 son los vértices de un tridngulo equilatero,
entonces 22 + 2% + 2% = 2129 + 2923 + 232

Sean z1,22 Y 23 son los vertices de un triangulo isosceles, siendo 3 = v = 5=,

Demostrar que: (23 — 22)* = 4(2z3 — 21)(21 — 22) sen® §

Sea el complejo z = A(1 +ti) con t real, probar que cuando ¢ varia z describe
una recta que pasa por A y perpendiculara OA.

Probar que la ecuacion 7z z + 29z + k = 0, con k real, representa a una recta que
es perpendicular a la direccion z.

Los complejos variables z y w verifican siempre w = 22 + a, a € R. Determinar
el lugar geometrico de w, cuando z recorre:

i) La circunferencia =2 + 2 =1
i) Larecta y ==
Probar que una circunferencia de centro ¢ y radio r, se puede expresar por

1+t
p:c+—+z_ r; teR
1—it



