Capitulo 2

Relaciones y Funciones

2.1. Producto Cartesiano
Definicién
El producto cartesiano de A y B, se define por
Ax B={(a,b)/ac ANb € B}

Ay B conjuntos dados , A x B se lee A cruz B
(a,b) es un par ordenado, recuerde que a es el primer elemento del par y b es
el segundo, en consecuencia (a, b) # (b, a)

Ntimero de elementos

Sea m el nimero de elementos de A (es decir su cardinalidad) y n el nimero
de elementos de B, entonces mn es el nimero de elementos de los productos
Ax By BxA

Grafico

Como los elementos de A x B son pares ordenados se acostumbra graficar
dicho conjunto en un sistema de coordenadas rectangulares, es decir

32



Luis Zegarra Relaciones y funciones 33

Ay
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas

Ejemplol

Los gréficos siguientes representan a ciertos productos cartesianos dados.
Notemos que en el caso de la figura 2.2 el nimero de elementos de AxB es
finito (en este caso 7), en tanto que en los casos de las figuras 2.3 y 2.4 dicho
nimero es infinito.

A y Ay A v

X
X
X
0 2 » X » X

x . 0 \\ 0

Figura 2.2 Figura 2.3 Figura 2.4

Propiedades 1
1. Ax (BUC) = (A x B)U(Ax C)
2. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)
3. Ax (B—C)=(AxB)—(AxC)

2.2. Relaciones
Definicién

R es una relacién de A en B si y solosi: R C A x B.
Asi, notemos que los elementos de una relacién son pares ordenados.
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Notacion
1. R es una relacién de A en B, también se denota por R: A — B
2. Si el par (z,y) pertenece a la relacién R, se acostumbra a denotar por
(x,y) € RV zRy V y = R(z)
Dominio y Recorrido

Sea R C A x B una relacién, se definen:

Dominio de R por el conjunto
Dom R={x € A/3y € B: (z,y) € R}
Recorrido de R por el conjunto

Rec R={y€ B/3xr € A: (x,y) € R}

Es claro que Dom R C Ay que Rec R C B

Ejemplo 2
Sea R: A — A una relacién, donde A={1,2,3...,10} dada por

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(7,6)}

esta relacion tiene un nimero finito de elementos. Note que: Dom R={1,2,7}
y Rec R={1,2,3,4,5,6}
Ejemplo 3
Sea S : R — R, definida por
S=A{(z,y)/x+2y =12}

esta es una relacion con infinitos elementos y que Dom S = Rec S =R

Ejemplo 4
Sea S : Z — Z , definida por
(r,y) €S2’ +y* =1

Notese que x e y son enteros por tanto esta relacion solo consta de 4 elementos,
que son: (1,0), (0,1), (-1,0) y (0,-1), donde Dom S = {—1,0,1} = Rec S

En este mismo ejemplo si en lugar de Z se toma R la relacién contiene infinitos
pares ordenados y

Dom S={reR/-1<z<1}

Rec S={yeR/-1<y<1}
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Definicion

Sean R: A— By S: B — (C dos relaciones. Se define la composicién de
R con S, que se denota por S o R, como

SoR={(z,y)/3z € B:(x,z) € RA(z,y) € S}

Ejemplo 5
Sean A={1,2,34,5} , B={1.2,3} y C={1,4,5,8} v R={(1,2),(3,2),(4,1)} v
S={(2,1),(3,1),(2,4),(3,5)} Note que (1,2) e RA (2,1) € S = (1,1) € So R.
Asi se obtiene que S o R={(1,1),(1,4),(3,1),(3,4)}
Ejemplo 6
Sean R y S relaciones en R, definidas por
R={(z,y)/y=2x+1}

S ={(z,y)/" =y}
ast, (r,y) € SoOR<= d2€ R: (1,2) e RN (z,y) €S & 2=20+1Ay=2°
de donde y = (2x + 1)?, luego
SoR={(z,y)/y=(2v+1)*}
Propiedades

Sea R : A — A una relacion, se define las siguientes propiedades

1. ReflejaVez € A: (z,2) € R
2. Simétrica z,y € A: (z,y) € R= (y,z) € R

Transitiva z,y,2z € A: (z,y) € RA (y,2) € R= (z,2) € R

-~ W

Antisimétrica z,y € A: (z,y) € RA(y,x) ER=x=1y
5. Irrefleja Ve € A: (xz,2) ¢ R

Definicion
Sea R : A — A una relacién

1. Se dice que R es una relacion de equivalencia si y solo si, es: Refleja,
Simétrica y Transitiva.

2. Se dice que R es una relacion de orden parcial si y solo si, es: Refleja,
Antisimétrica y Transitiva.

3. Se dice que R es una relacion de orden total (estricto) si y solo si, es
Irrefleja, Transitiva y Antisimétrica.
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2.3. Clase de equivalencia
Definicion

Sea R : A — A una relacién de equivalencia, se define la clase de equiva-
lencia del elemento z, por

C.={yeA/(z,y) € R}

Ejemplo 7
En 7Z , se define la relacion R, por
R ={(z,y)/(x —y) es multiplo de 3}

vamos a verificar que esta relacién es: refleja, simétrica y transitiva,
por tanto es de equivalencia, luego determinaremos la clase del elemento
2, finalmente todos los pares (2,y) € R tales que 3 < y < 18 Noétese que:
(r,y) e Rex—y=3k,keZ

Refleja: Vx € Z,o — 2 =3-0,0 € Z

Simétrica: (z,y) e R—v—y=3kkeZ

sy—xr=3(-k),-keZ

& (y,z) € R

Transitiva: (z,y) € RA (y,2) € R< Jki, ks € Z/x —y = 3ky Ny — 2z = 3k
Sumando miembro a miembro se obtiene x — z = 3(ky + ko), k1 + k2 = k con
keZ=x—2=3kkeZ < (x,2) €R

Ast Co={y€Z/(2,y) € R} = Cy = {...,—4,-1,2,5,8,11, ...}
o bien Cy = {y = 2—3k, k € Z} todos los pares (2,y) € R tales que 3 <y < 18,
son {(2,2),(2,5),(2,8),(2,11),(2,14),(2,17)}

2.4. Relacion inversa

Relacién inversa
Sea R: A — B una relacién dada. Se define R~!: B — A como:
R™ ={(z,y) € Bx A: (y,7) € R}

Nétese que Dom R~ = Rec Ry Rec R~ = Dom R
También que si: (z,y) € (R7')™! & (y,z) € R7! & (x,y) € R por tanto
(RYHY1=R

Ejemplo 8

Sea R ={(1,2),(2,3),(3,4), (4,5)} entonces de inmediato
R ={(2,1),(3,2),(4,3), (5, 4)}
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Ejemplo 9

Sea R definida en los racionales por
R = {(x,y)/2x+y = 12} entonces su relacién inversa es R~ = {(z,y)/2y+x =
12}

2.5. Ejercicios resueltos
Ejercicio 1
Sean A, B y C conjuntos no vacios. Demostrar que

a) (ANB) xC=(AxC)n(BxC(C)
b) (A-B) xC=(AxC)— (BxC)

Demostracion

a) Sea (z,y) € [(ANB)x ()l rxe(ANB)Ayel
s (xeANzxeB)Ayel

S (reANyeC)N(reBAyeC)

& (z,y) € (AX C)A (z,y) € (B xC)

& (z,y) € [(AxC)N (B x C)]

luego (ANB)xC =(AxC)n (BxC)

b)

i) Sea (z,y) € [[A—B)x(C]lexzec(ANB)AyeC

S (rxeANx ¢ B)ANyel

SrxeANyeC)Nx ¢ B

= (z,y) € (AX C)A(z,y) & (B xC)

= (,y) € [(Ax C) = (B x ()]

Luego se demostré que (A — B) x C = (AxC) — (B x () (1)

i)(z,y) € (AxC) = (BxC) & (x,y) € (AxC)A(x,y) & (BxC)

= (reANyeC)N(x ¢ BVvy¢ ()

= (reANyeCANz¢B)V(re ANyeCAy¢C)
=(xe(A-B)ANyeC)V(r e ANF)

= (,y) € [(A—= B) x (] (2)
Luego por (1) y (2) se tiene que: (A—B) x C = (AxC) — (B x ()

Ejercicio 2

Sean S, T relaciones de X — Y, pruebe que:
a) (SH)t=8
b) (SNT)'=5"1tnT"!
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Prueba

a) (r,y) e (SH e (y,2)e St (z,y) €S

b) (z,y) € (SNT)' & (y,z) € (SNT)

& (y,z) € SA(y,x) €T

&S (r,y) e ST A(r,y) €T & (x,y) € (STINT
Luego (SNT)t=8"tnT!

Ejercicio 3

Sea R una relacién de equivalencia de A en A. Demuestre que R~! también
es una relacién de equivalencia.

Demostracién:
i) Refleja: Vo € A, (z,2) € R< (v,2) € R}
Luego R~! es refleja

ii)Simétrica: (v,y) € B! & (y,2) € R& (v,y) €R
por ser R simétrica, como (z,y) € R = (y,z) € R}
luego R~ es simétrica.

iii) Transitiva: (z,y) € R"* A (y,2) € B! & (y,2) € RA(z,y) € R de
aqui (z,7) € R = (x,2) € R™! esto prueba que R~! es transitiva.
Ejercicio 4

Sean S: A — By R: B — C dos relaciones demostrar que:
(RoS)t=5"1o R

Demostracién:

V(z,y) € (RoS) & (y,r) €(RoS)& Jz€ B: (y,2) € RA(z2,2) €S
( y) € RTIA(2,2) € S71

& Jdz e B (xz)ESl (z,y) € 7' & (z,y) € ST' A (2,y) € R &

(z,y) € (ST'o R7Y)

luego (RoS)t=S5"1oR™!

Ejercicio 5
Sea R : N? — N? definida por (a,b) R (¢,d) & a+d=0b+c

pruebe que R es una relacién de equivalencia (N> = N x N) y determine la
clase del elemento (1,2)

Prueba

i)Relfleja: V(a,b) e Nx N a+b=b+a< (a,b)R(a,b)
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ii)Semétrica: (a,b)R(c,d) < a+d=b+csc+b=d+a< (¢,d)R(a,b)

iii) Transitiva:(a,b) R(c,d) A (¢, d)R(e, f) & a+d=b+chc+ f=d+e
sumando miembro a miembro resulta a +d+c+ f = b+ c+ d + e de donde
a+f=b+es (a,b)R(e, f)

Cagz = {(n,m)/(1,2)R(n,m);n,m € N}
Cu = {(n, )/1+m—2+n}—{(n,m)/m—n:1}
Ejercicio 6

Sea R : N — N una relacion definida por:

R={(n,m)/n+3m=12;n,m € N}

a) Exprese R como un conjunto de pares ordenados
b) Hallar Dom Ry el Rec R
c¢) Determine R™!

Solucién

a) R= {(971)’(672)7(373)}
b) Dom R=1{3,6,9} , Rec R = {1,2,3}
c) R7'=1{(1,9),(2,6),(3,3)} o bien R~ = {(n,m)/m + 3n = 12,n,m € N}

Ejercicio 7

Sea R una relacion de equivalencia en A = {a, b, ¢, d, e} demuestre que si:

(0,0, (b,d) v (b,¢) € R = (d,a) € R
Demostracion

Por hipotesis R es refleja, simétrica y transitiva.

Por ser simétrica: (b,d) € R = (d,b) € RA (a,¢) € R= (c,a) € R
Por ser transitiva: (d,b) € RA (b,c) € R= (d,c) € R

Entonces (d,c) € RA (c,a) € R= (d,a) € R

Ejercicio 8

Sean R y S dos relaciones dadas por

R ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,2),(b,3),(c,3)}
S = {1,1’), (2,1’), (3,'3/)}

Determine: So R, R"'o Sty S71o R7!

Solucion:

Nétese que Dom R = {a,b,c} = A, Rec R=1{1,2,3} =B
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Dom S =By RecS={x,y} =C

Ast R:A—-ByS:B—-C,SoR:A—C
SoR={(u,v) € AxC:3y € B/(u,y) € RA (y,v) € S}

luego SoR= {(a7 I)a (CL, y>7 (b7 ZL‘), (b7 y)v (C y)}
andlogamente como R~ = {(1,a), (2,a), (3, ) (2,6),( b),(3,¢)} y

S7H=A{(z.1), (#,2), (v, )}SetleﬂequeR t={(z,0),(x,)), (y,a), (y,), (y,0)}
note que (S o R)™' = R~ o S~ (Ver ejercicio 4)

S~to R7! es vacfa pues si (z,y) € ST'toR'conR™': B— AANS™ :C— B
yA#C.

Ejercicio 9

Si R: A — A es transitiva demuestre que R~! también es transitiva.

Demostracion:
Por demostrar que si:

(z,y) € RT A (y R
(r,y) e R'A(y,2) e R & (y,z) € RA(2,y) € R &
( (

r,z) € R7! como se queria

Ejercicio 10

Sea R : Z — Z definida por

(k,p)e R&IMeZ :k=mp

demuestre que R es una relacion de orden parcial.
Demostracion

Debemos demostrar que R es: refleja, transitiva y antisimétrica.
Refleja:

V2eZ,ANeZt:1lz=2<(2,2) ER
Transitiva:

(a,b) € RA(b,c) € R< Imy,me € ZT/a=mibANb=mac <

a=mymyc, sea mymg=m; m € LT < a=mc< (a,¢) €ER
Antisimétrica:

(a,b) € RA (bya) € R< Imy,me € ZT/a=mibANb=mea <

Imy, me € ZT Ja = mymaa , ahora:

Si a# 0= mmy=1comom; Amy € ZT = m; = my = 1 en cuyo caso

a=n"b.

Sia=0<b=0,Vmy,my € Z" asi también a = b

Ejercicio 11
En el conjunto de los niimeros reales se define la siguiente relacion T

(z,y) €T < k> —kax +2* =4+ ky — o
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a)Determinar los valores de k para los cuales T" es simétrica

b)Determinar los valores de k para los cuales T' es refleja.
Solucién:

a)(z,y) €T & k*—kx+x? = 4+ky—y? note que si k = —2 = 44 2x+2% =
4=2y—y* e 4+2y+y*=4-22 -2 (y,x) €T

b)Vz € R se debe tener (z,x) € T, esto es que se cumpla k? — kx + 22 =
44k —a? < k> — 20k + 222 —4=0
k = x£+v4 — x? ecuacién solo vélida para ciertos valores de x, lo que contradice
el Vx € R, por lo que no existe k.

Ejercicio 12
Sea f : A — A una funcién , se define la relacién en A por

akb & f(a) = f(b)

demuestre que R es una relacién de equivalencia.
Demostracién:

i) Ve € A: f(z) = f(z) & xRx lo que prueba que R es refleja.
)zRy < f(x) = f(y)  f(y) = f(z) & yRr = R es simétrica.
ii)rRy ANyRz < f(z) = fly) A fly) = f(2) = f(x) = f(2) = 2Rz = R es

transitiva.
Ejercicio 13
Sea S una relacion en el conjunto de los ntimeros reales definida por:
Sy 0<zr—y<l1

Graficar: Sy S7!
Solucién:

xSy r—y > 0ANx —y < 1 graficamos primero las fronteras de S, es
decir: z —y = 0 Ax —y = 1 para luego considerar las desigualdades, ver gréafico
de la figura 2.5

Para S~! hacemos la simetrfa de gréfico de S con respecto a la recta y = z,
ver grafico de la figura 2.6, note que xS~ 'y < 0 < y — 2 < 1 por definicién de
inversa.
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Ay Ay
x-y=0,
‘ ‘ x-y=0
1l
x-y=1
K \ ! ‘ . > x '1/ 5 >
‘ ‘ ‘ 1 x_yzj ‘ ‘ ‘
Figura 2.5: Grafico de S Figura 2.6: Grafico de S~*

Ejercicio 14

En R se dan las relaciones

R={(z,y)/y > 2*}
S={(z,y)/2* +y* <1}

a) Grafique: RNS,R~1, S~y R71 NSt
b) Determine: Dom (RN S), Rec (RN S)

Solucion:
RNS={(z,y9)/y > 2> Na* +y> < 1}

Ay

/ / x+y=1
x=)? /

_]\y] -

Figura 2.7: Grafico de RN S

Note que el dominio de R N S esta dado por la interseccion de sus fronteras,
es decir, la solucion del sistema:

y=1
P 4+y?=1
—1++5
:>x2+x4:1:>x2:T\/7:>x::t0,79

asi Dom RN S ={x/—0,79 <z <0,79}
yel Rece RNS ={y/0<y<1}
R ={(zy)/z 2yt y ST ={(m )y’ +2° <1} =S
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4

x=?

4

AN |
N\ L

Figura 2.8: Grafico de
R—l

Figura 2.9:
S—l

Ejercicio 15

Gréfico de  Figura 2.10: Gréafico de

R 'NnsSt

Graficar las siguientes relaciones definidas en los reales

a) R={(z,y)/0<zx<2AN-1<y<1}
b) S ={(z,y)/y < 50+ 2}
Q) 7= {(x.u)/l + 1yl < 1}
d) L={(z,y)/z*+% <1}
Solucién:
7 \):] 1 >\ X

Figura 2.11: Grafico de R

Para T si

Figura 2.12: Grafico de S

zey>0 = z+y<l
r<0ey>0 = —-x+y<lI1
r>0ey<0 = z—-y<l1
rey<0 = —r—y<l1
xty=1 x+y=1
/
\'-y‘ZI/ >’:[

Figura 2.13: Grafico de T’
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Para L, su frontera es una elipse con centro en el origen, cuyo semieje mayor
esta sobre el eje Y, y es igual a 2, y el menor sobre el eje X y es igual a 1, luego:

Figura 2.14: Grafico de L

2.6. Ejercicios propuestos

1. Sea R una relacion en A = {2,3,4,5} definida por “zey son primos
relativos”, esto es “el inico divisor comin de x e yes 17

i) Escribir R como un conjunto de pares ordenados.

ii) Representar R en un diagrama de coordenadas A x A.
2. Sea R una relacion definida en los naturales,
R={(x,y): 204+ 3y=13; z,y e N}

i) Escribir R como un conjunto de pares ordenados.
ii) Hallar el dominio y recorrido de R.

iii) Determine R™!
3. Sea R una relacion de R en R definida por:

) R={(z,y)(2<2<2AN-2<y<2)V (-b<z<-1)A
(-l<y<-3)}

i) R={(z,y) : 2 +¢y* <16}

i) R={(z,y) 2> +y*>—22 <0}
iv) R={(x,y) : 2> +2y<1}

v) R={(z,y) ra+y =0}

Representar cada relacion en un diagrama de coordenadas R x R y
determine su dominio y recorrido.

4. Sean RCNxN y S CN x N dos relaciones definidas por:
R={(n,m) :n+m=17} S={(n,m) : nm=236}

Encuentre el dominio y recorrido de: R, Sy RNS.
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10.

11.

12.

2.7.

. Sea A=1{0,1,2,3,----- },sean a,b € Ay R definida por aRb si y

solo si al dividir @ y b por 5 dan el mismo resto. Averigue si R es una
relacion de equivalencia.

Considere las siguientes relaciones en R :

Ri={(z,y) :2’+y*<25}; Ry={(z,y) :y>3x} y Rs={(z,9) :
y>ga*}

Representar: R; N Ry, R1 N R3, Ry N R; y Rf U R en un diagrama de
coordenadas R x R estableciendo el dominio y recorrido de cada una de
ellas.

Sea R una relacién en R x R definida por:
(a,b)R(c,d) = a<cANb<d

Demostrar que R es: refleja, antisimétrica y transitiva.

. Sea R una relacién en A.

a) Si R es simétrica y transitiva, averiguar si R es refleja.

b) Si R es refleja y transitiva, averiguar si R~ 'es también refleja y
transitiva.

¢) (Es, RN R~ !una relacién de equivalencia?

Siendo R;y R, dos relaciones de A — B, probar que

Rec(R1 N RQ) Q Rec Rl N Rec R2

Sea R una relacion en A. Demostrar que R es simétrica si y solo si
R=R"!

En Z se define la relacion R mediante: aRb< (Ik €Z : a—b =3 k)

Probar que R es de equivalencia.

12. Averiguar las propiedades que tiene la relaciéon R definida en R x
R ,por:
(a,b)R(c,d) < ad=bc

;. Es posible determinar R~!? en caso afirmativo encuéntrela.

Funciones

Definicién

Sea f : A — B una relacién, se dice que f es una funcién si y solo si

Vee A,y € B:y= f(x)

3! se lee existe un unico.
Este concepto, de funcion, también se puede definir mediante
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1. Domf=A
2. (1) EfA(2,2) €Ef =y =1

Note que una funcién es antes que nada una relaciéon, es por esto que el Dom f
y Recf se encuentran ya definidos, también otros conceptos y propiedades
definidas anteriormente. Quizas hay que recalcar que

Domf =Ay Recf CB
En y = f(z) férmula tipica por cada funcién

x € Domf e yo f(z) € Recf

A, x se le llama pre-imagen y a y o f(z) imagen de x, asi una vez maés, de la
definicion es importante hacer notar que para cada pre-imagen x se tiene una
y solo una imagen y.

Funciones por tramos
Definicién

Una funcién por tramos se puede definir como:
Sea f: A — Buna funcién. A=A UA,U----- UA, enque A, NA; =
0,Vi#j ytalque f;: A; — Bjesuna funcién Vi=1,2,-----n y B; C B.
(Ver ejemplos 11 y 12)

Ejemplo 10

Dadas las relaciones en R
a) y=2r+1
b) y* = 2% + 2

Ambas se pueden escribir también por
flx)=2z+1y ¢*(z)=2*>+2
f es una funciéon pues Ve € R,Aly e R: y =22+ 1
¢ no es una funcién pues por ejemplo para = = /2 existen y; =2 e yp = —2 ,
Y1 F Y2

Ejemplo 11

Sea f : R — R, definida por f(x) = % esta relacion asi definida no es

una funcién pues Dom f # R, x = —1 no tiene imagen.
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Ejemplo 12

Sea f: R — R, definida por tramos mediante

Notamos que f no es una funcién pues f(3) no tiene una sola imagen.

Ejemplo 13
Sea f : R — R, definida por

2 siz < —1
fle)=¢—2+3 si—-l<z<?2
—224+5 siz>2

f(x) =2, Vo < —1 se llama funcién constante
f(=1)=2, f(0) =3, f(10) = =102 + 5 = —95
f(f(2)=f(1)=-1+3=2

2 si2r < —1
f(2z) =49 —2x+3 si—1 <2z <2
—(22)*+5 si2x>2
=
2 six < _71
fRr) =< -20+3 sizt<z<l
—42’+5 siz>1
Propiedades

Funcién Inyectiva o uno a uno

47

Sea f : A — B una funcién. f es uno a uno si y solo si : Vi, 20 € A, 11 #

9 = f(x1) # f(z2) o bien es equivalente a decir f(x1) = f(x2) = 1 = xs.

Note la importancia del sentido de las implicaciones.

Ejemplo 14

Sea: f: R —{—1} — R definida por f(z) = 2;;11.
Esta funcién es uno a uno pues

21’1—1_21’2—1
1’1—|—1 - l’g—}—l

\V/l’l,l'g eR— {—1} si f(!li'l) = f(l’g) 54

201T9 + 201 — 29 — 1 = 201200+ 2090 — 01 — 1 & 21 = 29
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Ejemplo 15
Sea: f : R — R definida por

3 +2 six<0
f(x)_{Q—x siz >0

Note que esta funciéon aparentemente es uno a uno pues Vx > 0 lo es, como
también Vo < 0, pero no es suficiente pues por ejemplo, para y = —1 se tienen
dos preimégenes que son r = —1 o x = 3.

Funcién sobre o epiyectiva

Sea: f : A — B una funcion. f es sobre si y solo si Vy € B,dr € A :
f(z) = y o bien es equivalente a decir que Rec f = B.

Ejemplo 16

La funcién del ejemplo 14 no es sobre pues, para y = 2 no tiene pre imagen,
lo que contradice el Vy € R
Ejemplo 17

Sea f: R — [1,4+00) definida por

fz) = r+2, sizx>0
Tl 2241, siz <0
y
y=xt+1 y=x+2

Figura 2.15: Gréafico de f(x)

Esta funcién es sobre, pues:

Sizr<0=y=2’+1or==xyy—1comox <0=x=—y—1loquees

validosolosiy—1>0=y>1 (1)
Sie>0=y=c+2cr=y—2comoz>0=>y—2>0y>2 (2)
Luego, efectuando la unién de (1) y (2) resulta que el Rec f = [1,4+00) lo

que prueba que f es sobre.



Luis Zegarra Relaciones y funciones 49

Funcion biyectiva

Sea: f: A — B una funcién. f es biyectiva si y solo si es : uno a uno y
sobre.

2.8. Grafico de una funcion

Dada f : A — B una funcién. Su gréfica se esboza en un sistema coorde-
nado rectangular y estd definido mediante un conjunto de puntos

Gr=A{(x,y)/Bre A,y e B:y=[f(r)}

Debido a la definicién de la funcién, el grafico Gy de f esta limitado a curvas
en el plano zy, y lamentablemente no toda curva es una funcién. (1) es una
funcién en tanto que (2) no lo es.

N Ay
_/ -
- >x - > x
Figura 2.16: (1) Figura 2.17: (2)

Observaciéon

Esbozar la gréfica de f(x) actualmente es un problema resuelto, si es el
caso que se ocupa para ello un computador. En este libro y en el siguiente de
Calculo I, no es la idea ocupar un procesador para graficar f, sino méas bien es
seguir ciertos conceptos, como por ejemplo, determinar: Dom f, intersecciones
con los ejes, signos de f(z), si f(x) es primer grado, o de segundo, o de otro
para x, considerar extremos de x o bien singulares con respecto a su dominio.
En resumen, considerar a f(x) y sus conceptos fundamentales.

Graficar f(z) no es un problema sencillo en un principio, pero en ningin caso
imposible.

2.9. Funcién inversa

Propiedad

Sea: f : A — B una funcién, f es una biyeccién si y solo si f~! es una

funcion
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Demostracién

Sea : f uno a uno y sobre vamos a probar que f~! es una funcién.
Como f es sobre todos los elementos de B tienen una pre imagen, asi que
Vy € B, 3!z € A esto por ser uno a uno, tal que f~(y) = z lo que asegura que
f~1 es una funcién, la implicacién reciproca queda propuesta para Ud.
La afirmacién de esta propiedad, que existe f~! equivale a decir que la ecuacién
y = f(z), donde y € B, tiene una y solo una solucién, z € A. Como hemos
indicado esta solucién se representa por f~1(y) asf entonces z = f~(y) donde
y es la variable independiente y = es la variable dependiente. La definicion de
funcion inversa es analoga a la de relacion inversa con ciertas precauciones.

Gréfico de f!

Sea f : A — B una funcién biyectiva tal que su gréafica estd dada por los
puntos.

Gf=A{(z,y)/Ve e A,Jy € B:y= f(x)}

El grafico de f~! puede considerarse el mismo conjunto de puntos que forma
la grafica de f y que ésta viene representada por la ecuacién x = f~1.

Si se quiere dejar la letra x, para la variable independiente (e y para la variable
dependiente), la inversa de f vendrd representada por la ecuacién y = f~1(z).
En tal supuesto, la grafica de f~! resulta simétrica con respecto a la recta
xr =y, de la gréafica de f

0 b "

Figura 2.18: Gréfico de fy f~*

2.10. Composicion

Sean las funciones g: A - By f: B— C, Rec ¢gC B

Ve € A,3z € B/z = g(x) (2.1)
Vz € Rec g,y € Cly = f(z) (2.2)
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De (1) y (2) se concluye que y = f(g(z)) lo cual también se acostumbra denotar
por y = (f o g)(x) luego (f o g) = f(g(x))-
Ejemplo 18

En R sean las funciones f(z) =2z +5y g(z) = 2> — 1.
Note que (f 0 g)(x) = f(g(x)) = F(z? — 1) = 22> = 1) + 5 = 2> + 3 y

(go f)(z) = g(f(z)) = g(2x +5) = (22 + 5)* — 1 = 42 + 202 + 24

Este ejemplo es suficiente para hacer notar que en general fog# go f

Propiedad

Sea: f y g dos funciones, entonces fo (goh) = (fog)oh.
La demostracion queda propuesta para Ud.

Ejemplo 19

En R, sean las funciones:

— X

fle) =240y o)=L 0 0
Vamos a determinar los dominios de fogy go f
(Fog)@) = flg(@) = (") = 1 = Dom fog=R~{0,1}
(90 () = g(F(x)) = 9(3) = 1 —4) = Dom go [ =& {0}

2.11. Algebra de funciones
Definicién

Sean: f : A— By g: A— C cuyos dominios son Dom f y Dom g se
definen:

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
(f —9)(x) = fz) — g(x)
(f9)(x) = f(x)g(x)

~—

(12

El dominio de f + g, f — gy fg es el conjunto de todos los elementos
comunes a los dominios de [y g
Dom (f 4+ g) = Dom (f — g) = Dom fg = Dom f N Dom g
Para Dom g = Dom f N Dom g, excepto para aquellos x para los cuales

g(z) =0.
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Ejemplo 20
Sea: f(z) =2z + 1y g(z) = 22 — 1 entonces:
f(2) +g(x) =22 + 2°
flz) —glx) =20 —2® +2
fl@)g(x) = 2z +1)(2® - 1),
Dom f+g=Dom f—g=Dom f-g=R

flx) 2z+1 [
o) - :):2—1’D0m E_R {£1}

2.12. Ejercicios Resueltos

1. Sea f(z) = ax + b una funcién en R, a y b constantes. Determine ay
b en los siguientes casos:

i) (1,-2)e f A f0)=4
i) f(1)=g(1) A f(=1)=3 donde g(z)= 25

Solucion.

i) (1,-2)e f= f(l)= -2 & a+b= —2 por otra parte f(0) =4
< b=4 con lo que resulta a =—6. Asi f(z)=—-6x+4

i) f(1) =g(1) =a+b= % A f(=1) = % = —a+b= % de donde
resolviendo este sistema de ecuaciones resultan: ¢ = —+ A b =

3
1= f(z)=—3z+1

2. Determine el dominio y recorrido de las siguientes funciones definidas
sobre los reales

a) f(z) =322 -1

b) f(z) =24z +1

c) fx) = 5

d) f(2) = 75

&) flz) = o

f) flo) = =52

g) flz) =4=%
Solucion.

a) Dom f =R, para el recorrido y =322 —1 =322 =y + 1 como 3
?>0=y+1>0=y>—1=Rec f=[-1,+00]

b) Dom f = R, para el recorrido 22 —4z+1=y = (r—2)2 =y+3 =
y > —3 =Rec [ =[-3,+0]
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c) Dom f =R — {2}, para el recorrido y = %5 = v = % =Rec f =
R —{1}

d) Domf = Ve —2—-2#0 AN 2—2 >0 =Dom f = [2,6)U
(6, +00), para el recorrido se tiene vz —2 = §+2 = %+2 > 0 para
todo z del dominio, lo que nos da Rec f = (—o0, —3] U (0, +00).

e) Dom f =R — {£1}, para el recorrido se tiene |z| = % que debe
ser > 0 por la condicién del médulo=-Rec f = (—oo0, —1] U (0, +00)

f) Dom f =R — {0}, ahora como ﬁ:%y >0=>y<1l=Recf=
(—OO, 1)

g) Dom f =R—{+2}, para todo z del dominio se tiene z = ;—f@l’ =

y# —1 peronote quesi xt =2 =y = —% que tampoco debe estar
en el recorrido pues x # 2, por tanto Rec f = R — {—%, -1}

3. Sea f:R — R una funcién definida por

2c+5 st x>9
fl)y=3 2> —|z] si —9<z<9
T+ 2 si z<—9

a) Calcule: f(0), f(=9), f(=12), f(10) y f(f(3))
b) Hallar el Rec f.

Solucion.

) £(0) = 02— [0] = 0 f(=9) = (—9)*—|=9| =72, f(~12) = ~12+2 =
—10, f(10) = 210+ 5 = 25 [(f@3)) = (3~ 3)) = S(6) =

62 — |6 = 30
b) i) Va>9=y=2z+5=2=3(y—>5) comox>9= i(y—5) >
9= y>23 (1)

i) Vi:-9<z<9=y=a’—|z| & (o]-5)? =y+i =y >~
),y ahora considerando 0 < x < 9 = (|x|—%)2 =y +% PN

x = % +4/y+ i note que el signo (—)no se puede considerar,

Anélogamente V x :

9<r<0= (|l’|—%)2:y—|—%<:>(—x—l)2:y+
—r—St=%\y+i=> =1+, /y+1
note que esta ultima implicacién es por ser x negativo, luego
se debe tener —9 < —% — \/y+i <0= y—i—i < 1—27 lo mis-

mo que en (xx),por tantode (x)y (%) resulta:
—1 <y<T2 (2)
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Veix<-9=y=r+2=r=y—2=y—2<-9=
y < -7 (3)

Por tanto el recorrido de f es la unién de los conjuntos dados
en: (1), (2) y (3) ;es decirRec f = (—o0,—7)U [_i’ +00).

4. Dadas en R,

i) Hallar el dominio y recorrido de fy g¢.
ii) Hallar el dominio de fog y también de go f

Solucion.

i) Dom f = R — {£+/3 }, para el recorrido se tiene 2% = i + 3 como
22 >0 = +3>0=Rec f = (—00, —5] U(0,+00).
Domg = 2> — 1 > 0 =Dom g = (—o0, —1] U [1, +00) . Ahora como
2 —1>0

Vo € Domg=y>0=Recg=10,+00)

ii) (fog)(x) = f(g(x)) = f(Va? —1) ahora si z es tal que (z <

—1\/$>1)
—— = & # 2 por tanto Dom f o g = (—00, =2) U (-2, —1] U
) ) (2,+00)

1,
(go f) (@) =g(f(z)) = g(5) de aqui = # £+/3 entonces
= |x2—1_3|\/4 — 22 el dominio obliga a —2 < x < 2 por tanto finalmente

Dom go f=[-2,-V3)U(-V3,V3)U(V3,2]

5. Determine f y la constante a de modo que

flx—a)f(x+a)=2>—22—15a

donde f es una funcién polinémica de grado 1.
Solucion.

Sea f(z) = bx+c lafuncién que se indica by c¢ constantes reales f(z—
a)f(z+a)=[blx —a)+c][blx+a)+c]=1*—2r—15a de dondese
obtiene bx?+2bcx +c? —b*a?=22—2v—15a = b=1, 2bc = —2
_ _ _ _ _ 1
@ —b0?a® = —15a,luego b=1,¢c=—-1y a=2V a= —; por
tanto f(x) =x — 1

6. Sean f y g dos funciones definidas en R, por:

f(l"):{x_l stz 21 g(g;):{l siox>0

2—x s1 z<1 1—-2z si <0
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i) Hallar una férmula para (f o g)(x)
ii) Grafique: f,g y fog.

Solucion.

0 si 1>1
1 si 1<1
—2x si 1—-2r>1
14+2z si 1-2x<1

Note que: (x>0 A1>1)=2>0; (z>0A1<1)=0
(x<0AN1-2c>1)=2<0; (x<0A1-2x<1)=0 por
tanto

0 si x>0

—2r si <0
i)
7. Sea f:R—{-2} - R — {2} una funcién dada por

20 — 1
fle) = r+2

Demuestre que existe f~! y encuentre una férmula para ella.
Solucion.

Por demostrar que f es uno a uno y sobre

i) Uno auno: Vi, g € R—{=2}, f(x1) = f(xq) & 29?:;; = 2;22;21 &

2 X1y +4x1 — X9 — 2 = 21100 + 49 — 21 — 2 & 1 = 22 10 que
prueba que f es uno a uno.

1+2yy
ii) Sobre: ¥y e R—{2}, 3o = 52 / f(a) = 2l —m —
2—y

2—y
que prueba que f es sobre.

Por tanto existe f~'y la férmula que la define es f~!(z) =
e -1 R — {2} - R —{-2}.

2—x )

8. Sean f:R—R A g:[—1,+00) dos funciones dadas por:

ﬂ@:{Q—x g r <2 “@:{—1 si <0

4—2x si x>2 r—1 si >0
Demuestre que f es invertible y halle una férmula para (f~1'o g) (z)
Solucion.
Uno a uno: Debemos considerar necesariamente 3 casos:
1) 1,20 € (—00,2], f(x1) = f(22) ©2—21 =2 — 29 = T = T9
i) @1,29 € (2,400, f(x1) = f(xe) © 4 — 211 =4 — 229 = 1 = 29
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iii) @ € (—00,2] A x9 € (2,+00], como 7 # x5 vamos a demostrar
que f(z1) # f(x2); supongamos que f(w1) = f(xz) para a1y
To indicados, esto implica que 2—x1 = 4—2x9 = x1 = 225 —2 pero
r1 < 2= 215—2 < 2= 19 < 2 lo que contradice la hipdtesis, luego
lo supuesto es erréneo por tanto f(x1) # f(xa) V x1 # a9

Sobre: Ve<2=y=2—-zr=cr=2—-y=2-y<2=y>0, (1)

Ve>2=y=4-2z =z=3(4—-y)=14-y) >2=y<0, (2

luego por (1) y (2)se tiene que Rec f = R, lo que prueba que f es
sobre.

Intercambiando x por y en (1) y (2), se tiene:

f‘l(:)s):{Q_:B s'i x>0

2—% si x<0

Férmula para (f~1og) (z)
(-1)  si —1>0

92—
“H=1) si <0
f7ED e es {2—ﬂ s —1<0

2—(;—1) si r—1>0
2—-2=1 5 2-1<0
Ahora como: (z <0 A=1>0)=0; (z<0 A -1<0)=2<0;
(x>0 ANz—=1>20)=z>1 (>0 AN z-1<0)=0<z<]1)

(f~tog) (z) =
Tl z—=1) si >0

luego

si <0

N Ot

(flog)(x)=¢%2 si 0<z<1

\3—1’ si z>1

9. Dadasen R: f(z)=2% g(z) =1 y h(z)=senz

a) Caleule: (f4+9)(=2), (f9) (3), (£) (3). (Foh) (3) ¥ (goh) ()
b) Hallar el dominio de: f+g, goh, hog, gog y 4

Solucion.
a) (f+9)(=2)=f(=2)+g(=2) = (-2 + =5 =7
(F) () =f(5)a(3)=()2=3
() =5ty = =5 =5
(foh)(5) = f(h(F) = flsenE) = f(3) = §
(goh) (5) = 9(h(5) = g(sen}) = g(%) = Z
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b) Como Dom (f + g) =Dom fNDom g; Dom f = R, Domg = R —
{0} entonces
Dom (f + g) =R — {0}
Dom(goh) = {x € R : x €Domh A h(z) €Dom g}, como
(g oh)(z) = g(senx)
=L =Dom(goh)={z€R :2#kn, k€ Z}, de igual forma

SeEnxT

como

(hog)(z)=sen () =Dom (hog)={zcR:x#0}

(gog) () = g(2) = z, aparentemente V z € R, pero de la definicién
x €Dom g =

Dom (gog) =R — {0}.

10. Sean f y g¢ dos funciones definidas en R por:

11.

12.

_ z+|z| . X si <0
xr) = —=H, x) = )
flo) == () L;SIxZO
Demuestre que: fog=gof

Solucion.

Recordemos que:  |z| = '
—r st <0

i) V<0, (fog)(z)=fg(z)) = f(z) = =2 =0
V>0, (fog)(x) = flg(x) = f(a?) = ZHZ = 22 por otra
parte

i) V<0, (gof)(x)=g(f(z)) =g(0) =0 =
V>0, (gof)(x)=g(f(x) = g(z) = 2°

Por i) y ii) se concluye que: (fog)(x) = (go f)(z) = 0 S.l v=0
22 si x>0

Dados a, b, ¢y dconstantes reales, donde f(x) = ax +0b; g(x) = cx +
d. Encuentre la condicion necesaria y suficiente para tales constantes de
modo que fog=gof

Solucion.

(Fog)(@) = (90 ) () & flex +d) = gl + ) + alco+d) +b =
clar +b) +d

& acr +ad+b = caxr+cb+d < ad+ b= cb+ d, que es la condicién
pedida.

23 i > 2
Se define f:R — R por f(z)= * . Sl. v=
r—4 siox <2

a) Pruebe que f es biyectiva

b) Determine una férmula para f~'y luego grafique fy f~'en el
mismo sistema.



Luis Zegarra Relaciones y funciones 58

Solucion.

a) Debemos probar que f es: uno a uno y sobre=- f es biyectiva,
Uno a uno:

i) Vay,re>2 f(x1)=f(1) & a3 -3z, =230y &
(x1 — z3) (21 + 2 — 3) = 0, ahora notemos que z; + x93 — 3 >
1 pueszyi, 9 > 2 entonces 1 = o
i) Ve, 20 <2, f(z)=f(r) ©m—4d=0y—4 &S 01 =19
i) Vay > 2 A xy < 2como xy # zy probaremos que f (1)
f (z2) suponiendo paraello que f(z1) = f(z2) & 22— 37, =
x2—4(:)z23: (9311— %)2+£ pero mp < 2 = (931—%)2+£ <

2 = (r1 —2)* < § = 21 < 2lo que contradice la hipGtesis,

luego f(x1) # f(22), V 21 # 22.
Por i), ii) y iii) se concluye que f es uno a uno.
Sobre:
) Ve>2=y=2"-3re @-3)P-2=yso=3+,/y+?

comox22:>%+ y+%22:> y+9>1-

1= 3
y > =2, (1)
i) Ve<2=y=r—-4dsrx=y+4dpero r1<2=y+4<2=
y < _27 (2)
Por (1) y (2) concluimos que el Rec f = R,lo que prueba que

f es sobre.

: _ 3 [ 9
b) De (1) permutando x por yse tiene y = 5+ /o + 3, Vo >
—2 analogamente de (2) se tiene y = x +4, Vo < —2, en resumen

f‘l(:):): %+ x+% si x> -2
z+4 sl o< —2

Figura 2.19: Gréficos de f y f~!

13. El perimetro de un rectdngulo de lados =z e y es dado,determine la
funcion que calcula el area del rectangulo en términos del lado .

Solucion.

Sea P el perimetro del rectangulo de lados =z e y y A su area, entonces
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P =2x+2y (1),porotraparte A=zy (2),de(l) y=£L—-2= A=

z(5 —x) note que 0 <z <%

14. Un espejo rectangular de lados 80 ¢m. x 100 ¢m. se rompe en una esquina
como se indica en la Figura 2.20. Determine el area de la secciéon achurada
en la Figura 2.21 en términos de una sola variable (z o y).

e 80 —— Ay

—{ xb——— 80-x ——
0 7

100

TN R T

TN

=10+
Figura 2.20: Espejo roto Figura 2.21: Area a calcular

Solucion.

Notemos que la funcién que determina el drea esta dada por A = (80 —
7)(100 — y) Por otra parte de la fig.(2)se tiene 5 = 121_;;, Sy =
12 — S por lo tanto A(z) = (80 — x) (100 — 12+ S z) = (80 — z) (88 +
ga:) con 0 <z <10.

15. Enel cuadrado ABC'D delado AB = 2 se traza una recta M N perpendicular
a la diagonal AC. Sea z la distancia desde el vértice A a la recta
M N, expresar en funcion de x el area S del triangulo AMN que se
saca del cuadrado por medio de la recta M N. Hallar esta area para
:B:Tz y para r = 2.

Solucion.

Figura 2.22: Cuadrado ABCD
Obsérvese que AC =2v2 = 0< 1z < 2V2
=4—(2v2 - 12)? = S(z) = —2® + 422 — 4, por tanto

S (z) x? si0<x<+V2
€Tr) =
—22 4422 —4 si V2<1x<2V2

Como: §<\/§:>S(§>:(§)2:%

S(2)=—-22+4v2-2-4=8(v2-1)
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16.

17.

Se quiere unir dos puntos Ay B mediante un cable de fibra dptica,
los que se encuentran separados por un rio de orillas paralelas, A en una
orilla y B en la otra distantes 50km. entre si, el rio es de 1km. de
ancho. Si se sabe que el costo por km. de cablepor el agua es, el doble
mas caro que por tierra. Determine la funcién de costo que se puede
plantear.

/
~
+
><t\a
e~ —

Figura 2.23: Ejercicio 16

Solucion. Sean $ p el costo de km.de cable por tierra, entonces $ 2p el
costo de km. de cable por el agua y sea C(x)la funcién de costo a
determinar.

Por tanto se tiene:

C(r) =2pvV1+2% +p(50—z), con 0<z <50 fig.

Un tridngulo isdsceles tiene uno de sus vértices en el punto (0,1) y los
otros dos vértices en la pardbola y = 4 — 22, determine la funcién que
calcula el area del triangulo en términos de la variable .

Ay

Figura 2.24: Ejercicio 17

Solucion.

De la figura se tiene:

Alx) =22(y—1)=2x(4—-2>-1)si 0<2< V3
=2z (3 — 2%

Alr) =2z(1 —y) =22(2? - 3),si V3 <2 < 2,
en resumen:

Alz) =2z |3 —2?|,Vor:0< 2 <2

2.13. [Ejercicios Propuestos

1.

Determine el dominio y recorrido de las siguientes funciones definidas en
los reales.
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a) f(x)=4—22?

b) f(x)=2%—2x

) flz)=lz?—2z]

d) flz)=22

e) f(z)= 5=

f) flz)= 45t

g) flz) =4—]z]

h) f(x) = 2—|i+1|
Respuestas.

a) Dom f =R, Rec f = (—
b) Dom f =R, Rec f = [—

c) Dom f =R, Rec f = [0,+00)

¢) Dom f = (—o0, —3) U (—3,1),Rec f = (—00,0) U [3, +00)

f) Dom f =R, Rec f =R — {1}
g) Dom f = [—4,4], Rec f = [0, 2]

)
)
)
d) Dom f =R — {0}, Rec f =R — {1}
)
)
)

h) Dom f =R — {-3,1},Rec f = (—00,0) U [2, +00).

2. Dada la relacién f en R, por

_ z*4z—6
x2-9

61

a) (Es funcién? si no lo es encontrar el mayor subconjunto de R, tal
que sea su dominio para que sea una funcion.

b) Determine el dominio y recorrido de f tal que sea biyectiva y en-

cuentre una férmula para f~!(zx).

Respuesta.

a) Dom f =R — {£3},

b) Dom f =R~ {£3}, Rec f=R — {2,1}; f~!(z) = 222

1-y

3. Sean las funciones f y g talesque f(z)=a2*-22-2 y g(x) = ax+b.

Determine ay b,de modo que fog=go f, VreR.

Respuesta.

(a=0 Ab=3")v (a=1 A b=0)

4. Sea f :R — R una funcién definida por f(z) = 3z + 4, demuestre
que f es biyectiva y encuentre una férmula para f~!.

Respuesta.

fH (@) = g(z—4)
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5. Sea f:R—{-1} - R—{1} una funcién dada por f (z)= 2“";;31 probar

que f es uno a uno y sobre y luego hallar una férmula para f=!

Respuesta.
-1 _ z43
[ (@) = 5

6. Sean f y g¢ funciones de R — R, definidas por:
r+2 s oz<2 1 si z>1
ﬂ@Z{ . ﬂ@Z{ .

2 si x> 2 0 si z<1

a) Demostrar que f es biyectiva.

S

Grafique fy f~'en un solo sistema.

o

)
) Hallar férmula para f~!.
)
)

d

Determine una férmula para go f=*

Respuesta.
c)

Ay y=x

%) ///
y=x+2 /

Figura 2.25: Gréfico de fy f~!

1 si z>3
0 s1t <3

d)(go f1) = {

7. Sean A=[-4,4]; B=1[0,4y C=[-4,0; Ri:A—B; Ry: A—C;

R3:B— Ay Ry: B— (C.Dada R, ={(z,y):2°+9y*=16}Vi=
1,2,3,4 representar R;en un plano cartesiano y establecer si la relacion
es 0 no una funcién.

Respuesta.
Ry, Ry y R, son funciones.

8. Determinar cudles de las siguientes relaciones son funciones de R — R,
justifique. Grafique Ry, Ry v Rs.

a) Ri={(z,y):3x+5y=8}
b) Ry={(x,y):2*+y*>1}
¢) Rg={(zy):x=y}

—
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10.

11.

d) Ri={(z,y):y*—2>=0}
e) Rs={(z,y):y°—2®=0}
Respuesta.

Ry, R3 y Rs son funciones.

Cada una de las siguientes formulas define una funcion de R — R. Hacer
el grafico de cada una de ellas en el plano cartesiano.

a) f(z)=2x—-1
b) f(x)=2*—2x—1
¢) f(x)=l|z*—2x —1]
d) f(z)=|z]> —2z| -1
x? siox>2
e) f(x)=<4 si —6<xr<?2
r+10 si < —6
e +1=2 s |z <2
f)f(z)_{l—x si|z] > 2

Dadas las funciones f (z) =2?+1; g(z) =senz y h(z)=+x —1
I;)a(lla)r: FB);g(5);h(10); (fog)(5); (gof)(1);(foh)(1T); (foyg
(fohog) (z); (gofoh) (x); (f+g) (z); (h—g) (x); (%) (x); [ho(f+g)] (z)
fla+k) = f(x); glh(z+k) = h(2)].

Respuesta.

f(5)=26; g(§) =13:1(10)=3; (fog)(5) =2 (9of) (1) = sen2; (fo
h)(17) = 17; (fogo h)(z) = sen®*x —1 +1; (fohog)(x) = senx
note que en este caso x = 2km + %, k € Z luego (fohog)(z)=1;
(gofoh)(x)=senz, Vo >1;(f+g)(x) =2*+1+senz; (h—g)(z) =
Vo —T1—=senwz; () (x) = 3555 [ho (f+9)](v) = Va2 + 1+ sena
flx+k)— f(z) =2kx+ k% L[h(zx+k)—h

'k

(0]

(2)] = Zem
Sea f:R — R definida por

2—x siox <2
f(x)Z{ .

20 —z% si oz >2

Pruebe que f es biyectiva y luego encuentre una férmula para f~!.
Respuesta.

f‘l(x): 2—x si x>0
1+v1—2z si z<0
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sean f: X — Yy g Y — X funciones tales que go fes la
identidaden X.

Pruebe que f es uno a uno y g es sobre.

Averigue si la funcién f : R — R definida por
x? si <3

f )= .
20 —1 si x>3

tiene funcién inversa V x € R.

Respuesta.

No tiene inversa, pues no es sobre.

Sean fy ¢ dos funciones en R, dadas por:
2—22 s —2<x<2
g(x) = .

2 si x<—=2Vax>2
determine una férmula para (f o g)(z).
Respuesta.

1 osi 1<|z[<V3
(Fogay=1 0 o 1=
0 si |z[>Vv3V]zl<1
Sea fog:R — R definida por (fog)(x)=axz+b; fy g polinomios
de grado 1
i) Si f(x)=cx+d, c#0; determine la funcién g¢(z).
ii) Si g(x) =pz, p#0; determine f (x).

Respuesta.
i) g(z) =2(az+b—d)
i) f(x) = %x—i—b

Sea f:R—Rdadapor f(r)=3x+3y fogof:R—Rtalque
(fogof)(x) =6x —9.Determine g (z), si g es un polinomio de grado
1.

Respuesta.
g(x) =54x—198.

az+d

p— satisface

Para qué nimeros a, b, ¢,y d la funcién f(x) =
(fof)(z) =z, VxeR.

Respuesta.
(a=b#0ANc=d=0)V(a=—bcon a®+cd#0)

a) Suponga f(x) =z + 1. {Existen funciones ¢(z) tales que fog=
go f?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

b) Suponga que f es una funcién constante. ;Para qué funciones ¢ se
cumple que fog=go f?

c) Supéngase que fog = gof para todas las funciones g. Demostrar
que f esla funcién identidad.

Respuesta.
a)yb) glz) ==
Demostrar que si: f: A— By ¢g:B — C son funciones uno a uno,

entonces la funciéon go f: A — C es uno a uno.

Sea A = [0,+00) y dadas las funciones f,gy hde A — A por
f(x) =a%

g(x)=23+1y h(z)=x—2 ;Cudl(es) de estas funciones es sobre?
Respuesta.

Solo f.

Sea f:R — R*U{0} dada por
2(1—2z) si <1
€Tr) =
/(@) {x +1 siox>1
Averiguar si f es uno a uno o sobre.
Respuesta.

f es sobre pero no es uno a uno.

Sea f definida en R por

x? siox<—1
flz) = .

—(2z+1) si z>-1
Demuestre que existe f~'y luego determine una férmula para ella,
grafique fy f1
Respuesta.
Fra =yt e

—5(@+1) si z<1

Sea f:R — R una funcién tal que:
f(x)=3xsi <1 A fl(z) =2%—8si = > 3 demuestre que f es

biyectiva.

En R se definen las funciones fy ¢ por

f (@) 224+2 s x>0 (2) 20 +5 st >3
) = ) =
r+2 s <0 g x? siox<3

a) Muestre que f es biyectiva y que g no lo es.

b) Determine férmulas para: fogy go f.
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Respuesta.

20249  si x>1
b) (gof)(x)=<(22+2)? si 0<z<0
(r+2)2 si <0

25. Demostrar que si f: A— By g¢g: B — C tienen inversas, entonces
(gof)t=f"loyg™

26. a) Demostrar que para la funcién f(z) = 1 —|2x —1|,con 0 <z <
1 se tiene f(z) = f(1—x)

b) Sea g(x) =2x+5, Vo € Rcalcilese fogy go fsiendo fla
funcién definida en a).

27. Dada f(z) = g;”;cbl,determine las condiciones necesarias y suficientes
entre las constantes a,b, cy d para que se verifique (f o f7!) =

z indicando ademas el dominio y recorrido de f.

Respuesta.
ad+bc #0; Dom f =R —{-2} Rec f=R— {2}, c#0.

28. Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicircu-
lo. Si el perimetro es de bm., encontrar la funcién que expresa el area de
la ventana en términos de la longitud de la base del rectangulo.

Respuesta.
Alz) =5z — (4 +m)

29. Un rectangulo se encuentra inscrito en una circunferencia de radio r. Determine
la funcion que calcula su area en términos de la longitud de uno de sus
lados.

Respuesta.
Al@)=avar:—a? 0<z <2r.

30. Un tridngulo tiene dos de sus vértices en los puntos (0,0)y (4,0) .Su
tercer vértice se encuentra en la curva x?y = 1. Determine la funcién que
calcula el area del triangulo en términos de la abscisa del tercer vértice.

Respuesta.
Ax)=2%,2>0.

31. La funcién f(x) esta definida para 0 < x < 1. ;Ctales son los dominios
de definicién de las funciones siguientes?: f(32?), f(z —5), f(2z + 3),
fA+lz))y 3f(z).

Respuesta.

—=<r< 5 5<w<6, -

1 _
7 75 <zx< -1, x2=0,0<x<1.

[\J[eN]



