Capitulo 1

Introduccién a la légica
matematica y a la teoria de
conjuntos

1.1. Introduccion

En el algebra actual tiene importancia y muy especialmente en el calculo
que se efectiia con procesadores electronicos, el andlisis del lenguaje desde
un punto de vista logico. Las expresiones de este lenguaje pueden tomar
formas complicadas, pero el andlisis de sus partes ofrece la alternativa de
desentranar la esencia de la légica de las formas expresivas mas complejas.

En estas notas, que no pretenden ser mas que una introduccién, no ten-
dria sentido extenderse en la consideracion de los problemas de la logica
matematica sobre los cuales el lector interesado podra consultar obras de
buen nivel indicadas en la bibliografia.

Aqui nos interesaremos en un tipo especial de proposiciones como por ejem-
plo 5 es un numero, los caballos son negros, x> es siempre positivo para
todo real x,... notemos que a estas expresiones se les puede asignar un
valor, segiin sean verdaderas o falsas. Quedaran excluidas de nuestra con-
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sideracion, expresiones tales como: Abre la ventana, Estudia con dedicacion,

1.2. Elementos de logica

Proposiciéon. Una proposicion es una expresion de la cual se puede decir
siempre si es verdadera o es falsa (V o F).

Por tanto, se dice que las proposiciones son bivalentes, conviene observar que
no compete a la légica establecer el valor de verdad de las proposiciones, es
decir, se consideraran las proposiciones simples con su valor ya asignado.

Notacién. Por costumbre a las proposiciones las denotaremos mediante
las letras: p,q,r, ...

Convencién. Siconvenimos en considerar el conjunto U de todas las posi-
bles proposiciones del lenguaje como conjunto universo, si p pertenece a U,
se denotan por p € U.

Conectivos o simbolos. Ocuparemos los siguientes simbolos, llamados
también conectivos légicos

Negacion

Conjuncion
Disyuncién
Implicacién

Doble implicacién
Disyuncién excluyente

< g § <>

Antes de definirlos rigurosamente, es conveniente que el lector considere los
siguientes comentarios.
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Wy

La relacién que establece la conjuncion “y”simbdlicamente por “A.*"tre dos
proposiciones en el lenguaje comun es perfectamente clara, es decir, no da
lugar a ninguna ambiguedad.

Por ejemplo, consideramos las proposiciones el 5 es un nimero (p), el caballo
es un animal (q), al decir el 5 es un nimero y el caballo es un animal (decimos
las dos cosas), esta relacién se simboliza en l6gica: p A gq.

La relacién A permite definir una operacién algebraica entre proposiciones,
en rigor
pelU vy qelU es (pNq) €U.

En cambio, la relacion establecida entre dos proposiciones por la disyuncion
0, ya no es tan clara. En efecto, si analizamos un poco veremos que, en el
lenguaje corriente no tiene significado preciso y unico.

Por ejemplo, si consideramos el sabado iré al cine o al estadio, para cualquiera
resulta claro que si voy a un lugar no iré al otro, es decir, que una de las
acciones que realizaré excluye la otra.

Si en cambio se dice, regalaré los zapatos viejos o los zapatos megros, se
entiende que los zapatos que regalaré son los viejos y también los negros
(aunque no sean viejos). El 0 no es en este caso excluyente.

Si en ambos casos se comprende lo que se quiere decir, es por el sentido
general de la frase, pero desde el punto de vista logico si nos preocupamos
exclusivamente en su valor de verdad o falsedad es claro que hay dos inter-
pretaciones diferentes para la relaciéon establecida entre proposiciones por
0.

En forma simbdlica, entonces, consideramos V para el o excluyente y V para
el o inclusivo.

Dada una proposiciéon p, simbolizamos mediante ~ p la negaciéon de esta
proposicion.

Por ejemplo, si p es: el 6 es un numero par, ~ p sera: el 6 no es un niumero
par.
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Definicién. Sean p y ¢ dos proposiciones, definiremos las proposiciones
~p, pAq, pVqy pVqg mediante las llamadas tablas de verdad.

plal~p[pralpValpve
VIV FV [V [F
VIF|—| F | V |V
FIVIV|F |V |V
F|F|——| F | F | F

Equivalencia. Las tablas de verdad permiten definir la equivalencia o
igualdad entre operaciones: dos operaciones seran equivalente si y sélo si
poseen la misma tabla de verdad.

“—»

La equivalencia la simbolizaremos por

Implicacién. Otra operacion con proposiciones puede definirse a partir
de: si p entonces ¢ que simbolizaremos por: p = q y se acostumbra a llamar
relacion de implicacion o condicional.

Sin considerar el contenido de la operacion entre proposiciones y de las
cuales solo interesan el valor de verdad, p = ¢ serda V si p y ¢ son verdaderas
y serd falsa si p es verdadera y ¢ falsa. La tabla de verdad de la operacién se
completa conviniendo siempre que p sea falsa, el valor de verdad de p = ¢
sera V.

Lo anterior se resume en

N <<
<<
<<= <
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Trataremos de explicar en lo posible la arbitrariedad de esta definicién.
El lector puede probar sin dificultad que: p = q¢=~p V q.

El uso del condicional para vincular proposiciones sin relacién entre si, puede
hacer ver como paradojales, por ejemplo,

Si la escalera es de madera, entonces el perro es un mamifero

se trata de una proposicién compuesta, verdadera si las dos proposiciones
simples son verdaderas. Sin embargo, debe recordarse que la proposicién
compuesta anterior no tiene ni mas ni menos significado que lo que resulta
aplicando la conjuncion de las mismas dos proposiciones simples,

La escalera es de madera y el perro es un mamifero.

Lo importante es indicar que cuando el condicional se usa para expresar que
una proposicion implica l6gicamente otra, lo que se expresa al escribir:p = ¢
significa que q es verdadera en todos los casos logicamente posible en que
p es verdadera. En tal caso, el condicional no es una operacién entre dos
proposiciones simples sino una relacion entre la proposicion simple p y la
compuesta p = ¢. Por tanto, p = ¢ debe entenderse como: Si p es verdadera
implicard q verdadera si y solo si el condicional p = q es logicamente ver-
dadero. Dicho de otra forma, p = ¢ significa, ¢ es verdadera siempre que p
sea verdadera.

Teoremas. En Matematica la relacion de implicacion se usa como un
método de razonamiento: p = ¢ significa ahora g se deduce logicamente de

p.

En general, un teorema expresa: si p es verdadera entonces q es verdadera,
asi se dice que p es una hipétesis y ¢ es una tesis.

p = ¢ puede leerse de las siguientes maneras: si p entonces q, p es condicién
suficiente para ¢, ¢ es condicion necesaria para p, q si p, p solo si q.
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Si p = ¢ se llama un teorema directo
q = p se llama al teorema reciproco
~ p =~ ¢ se acostumbra a llamar el teorema inverso
~ q =~ p se llama finalmente el teorema contrareciproco.

Notese que sus tablas de verdad son facilmente construibles, es decir:

P 9 P=q g=9 ~p=>~q ~q=>~p
Vv Vv V V V
vV F F V V F
Fv v F F V
FF V V V V

De estas tablas se tiene que los teoremas directo y contrareciproco tienen el
mismo valor de verdad, como también los teoremas reciproco e inverso.

Noétese también que como p = ¢ =~pV q
=qV~p
=~ (~q)V~p
=~q=>~Dp
como era de esperar.

Ejemplo. Sea el teorema directo: si n? es par, entonces n es par, n € N
(verdadero).

Esto puede expresarse en forma equivalente diciendo:
1. Que n? sea par es condicién suficiente (pero no necesaria) para que n
sea par.

2. Que n sea par es condicién necesaria (pero no suficiente) para que n?
sea par.

3. n es par si n? es par.
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4. n? es par sélo si n par.

El teorema reciproco: del directo dado serd si n es par entonces n? es par
(verdadero).

El teorema inverso: si n?

dadero).

es impar (no es par) entonces n es impar (ver-

2

El teorema contrareciproco: si n es impar entonces n” es impar (verdadero).

La demostracion de este teorema directo la haremos por el teorema con-
trareciproco, es decir:

Sinesimpar =n=2k—1=n?=4k*—-4k+1, keN
= n?=2(2k? - 2k) + 1
=n2=2+1,p=2k>—2k peEN,

por tanto, n? es impar.

Notese que el teorema del ejemplo anterior puede completarse como:

n? es par si y sélo sin es par (verdadero)

En matematica el si y solo si simbdlicamente se expresa por < que se llama
bicondicional o doble itmplicacion y se expresa también por p es condicion
necesaria y suficiente para que q

peq=@=q9N(q=Dp)

de donde su tabla de verdad facilmente es

P 9 P=4q §g=p p=4q
Vv Vv V V
vV F F V F
FVv Vv F F
F F V V V
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2

Volviendo al teorema n® es par < n es par (*).

2

La demostracion de: si n es par entonces n° es par, es trivial.

Notemos por tltimo que en una proposicién como (*) que es verdadera,
todos los teoremas: directo, reciproco, inverso y contrareciproco son ver-
daderos. No ocurre asi en un teorema directo del tipo p = ¢ (verdadero),
tal es el caso del ejemplo siguiente:

Si el A ABC' es equildtero, entonces el A ABC' es isdsceles. (Verdadero)

El reciproco e inverso son falsos (compriiebelo Ud.).
En resumen:

Para formalizar la demostracién de muchas proposiciones en matematica
que se presentan en la forma p = ¢ o ¢ = p, se tiene los siguientes casos:
p=qesV,0q=pesV,oambas son verdaderas. Es decir:

1. Sip=qesV (p es condicién suficiente para q).

2. Sig= pesV (pes condicién necesaria para que q).

3. Sip= qAq= pson verdaderos entonces se dice que p es condicién
necesaria y suficiente para ¢ y se ocupa p < ¢ también se dice p si y
solo st q o p ssi q.

Formas de demostracién. En concreto hay dos formas de demostracion:

1. Forma directa: py Apa A...Apy) = ¢

Hipétesis Tesis

2. Forma indirecta (reduccién al absurdo): este método consiste en negar
la tesis y considerarla como hipétesis y se trata de inferir validamente
la negacion de alguna de las hipotesis p;, i = 1,2,...,n.
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(~q) Ap1 Apa...pic1 A Ppis1... =~ p; para algun i,
~——

Negacion de la tesis

1=1,2,...,n

En efecto:

~ N gAPIAP2 A AP AP A A DR)|V ~ s
gV~ (D1 AD2 A APt ADict ADig1 A oo PRV~
qV ~ (L AP2 A APt AP APigt AL A Py)
~(PIAP2 A APV aE [P AP AL ADL] =g

Tt

Ejemplos.

1. Vamos a demostrar por los dos métodos la siguiente implicacion logica:
(pAgq) =~ (~pA~q)
Forma directa:

(PANq) =~ (~pA~q) = ~(pPAqgV (Vg
(~pV~q)V(pVa)
= (~vpVp)VivgVg =V

Forma indirecta:

(~pAP)AN(~qgNhq) =~ (pAq)
F=~(pAq)

VvV~ (phg =V

(~pA~ g AN(pAg) =~ (pAq)

2. (Clésico). Vamos a probar que v/2 no es un niimero racional. La de-
mostracién es por el método por reduccion al absurdo (forma indirec-
ta).

Suponemos que v/2 es racional, existen p y ¢ primos entre si, p,q € Z,
q # 0, tal que

Bzﬂ@p:\/ﬁq@p2:2q2:>p2par = p es par.
q
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Ahora, sea p = 2k, k € Z & 4k* = 2¢°> & 2k* = ¢* & ¢* es par =
q es par, por tanto, p y ¢ contienen al factor 2, lo que contradice que
Py ¢ sean primos entre si, por tanto, lo supuesto no es vélido, asf v/2
no es racional.

Hemos visto como vincular entre si dos proposiciones simples mediante los
simbolos: ~, V, A, V, =y <. A estas nuevas proposiciones les hemos llama-
do compuestas y naturalmente en este mismo contexto se pueden estudiar
proposiciones compuestas de tres o més proposiciones simples, por ejemplo:

~((ANg = (pVa)V(~q)
(rAqg) = (¢V~p)
(V@) Ar) & (pAT)VI(gAT)

Definiciones

1. Diremos que una proposicion es una tautologia si la columna final de
su tabla de verdad solo tiene V. O bien, si para cualquier valor de
verdad para las proposiciones simples que la componen, su valor final
es equivalente con V.

2. Diremos que una proposicion es una contradiccion si la columna final
de su tabla de verdad solo tiene F'.

3. Diremos que dos proposiciones p y ¢ son equivalentes, en simbolos
P =q, siy solo si p < q es una tautologia.

Note que esta nueva definicion es equivalente a la que se diera ante-
riormente.

Propiedades. A continuacién daremos una lista de algunas equivalencias
de uso frecuente. Sus demostraciones se dejan al lector.

L. pAV=p,pANF=F
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2. pVV =V:pVF=p

PAP=pP;pVP=D
~(~vp)Ep~FEVi~nVEF
pA(~p)=F;pV(~p) =V
PAG=qAP;pVqg=qVp
pA(@AT)=((PAQAT);pV(gVr)=(pVaVr

pA(@Vr)=(@AqV(pAT);
pVgnr)=(@VgApVr)

-~ W

o N o o

9. ~(pAg) =~pV ~qg ~(pVq) =~pA~yq

10. pA(pV@) =p;pV(PAQ =D

1.3. Formas proposicionales

Deciamos anteriormente que una proposicion es una expresiéon que puede
ser verdadera o falsa. Para aclarar esta observacién frecuentemente, en
matematicas, escribimos afirmaciones tales como:

De estas afirmaciones no es posible decir si son verdaderas o falsas, porque
atin no hemos fijado el valor de z, asi en:

a) Es verdadera para = 2 y falsa para otro valor de x.
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b) Es verdadera para x =2 V z = 3 y falsa para otros valores de x.
c¢) Verdadera para todos los valores numéricos de z; falsa para ningun z.

d) Verdadera para = 5 y falsa para otro valor de x.

Definicién. Una forma proposicional o proposicion abierta, es una afir-
macion que contiene a una o mas variables, la cual llega a ser proposicién
cuando se especifican los valores de las variables.

Observaciones.

1. Las formas proposicionales pueden contener dos o més variables.

2. La definicién anterior no es completa, en tanto que se refiere a las
variables, las cuales hasta ahora no han sido definidas.

Cuando nos encontramos ante el problema de asignar valores a x, debemos
decidir que valores de x son posibles. Esto es, debemos tener ideas claras
sobre un conjunto de nimeros, figuras geométricas, gente, etc. que seran
objeto de andlisis. A este conjunto se acostumbra a llamar conjunto universo

U.

Definicién. Una variable es un elemento en una afirmacién que puede ser
reemplazada por un elemento del conjunto U.

Las variables, cominmente pero no en exclusiva, se representan por las
letras mintsculas del final del alfabeto, es decir, x,y, z.

Definicién. Una constante es un elemento que se fija de antemano de un
conjunto dado.
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Definicién. El conjunto verdadero de una forma proposicional es el con-
junto de elementos del conjunto universo U, cuya sustitucién por x, con-
vierte la forma proposicional en una proposicién verdadera.

En un estudio més formal utilizaremos notaciones tales como: p, o p(z), ¢,
rs, ... etc. para representar formas proposicionales con variable z, al con-
junto verdadero de p, se denotara por {z / p,}. Naturalmente los simbolos
l6gicos antes definidos para proposiciones simples o compuestas, se extien-
den para las formas proposicionales.

1.4. Cuantificadores

Observe el siguiente par de ejemplos:

1. Si k es un ntmero entero impar, entonces k? es un ntimero entero
impar.

2. 2 =1siysblosi (z—1)(z + 1) =0, para todo = ntiimero real.

Como vimos anteriormente en el caso de 1) escribimos: Si py entonces g o
méas simplemente, pr = ¢ entonces

P k es un nuimero entero impar.
gr : k% es un nimero entero impar.

Pr Y qx son formas proposicionales.

En el caso de 2), simplemente escribimos p, < ¢,.

No obstante, algo se nos ha escapado y que a menudo se ignora para 1): si
k es un entero impar, entonces k? es un entero impar, realmente queremos
decir, para todos los enteros x, si es un entero impar, entonces k? es un
entero impar.
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En otras palabras, nuestras implicaciones son proposiciones generales que
tienen que ser verdaderas para todos los valores de la variable incluida,
escribiremos esta situacién en la forma

VeeU:p, = q (*)
en la que se lee: para todos los x en U, si p, entonces ¢,.

El simbolo V se lee para todo y se llama cuantificador universal. Notemos que
(*) ya no es una forma proposicional, sino una proposicién que es verdadera
o falsa.

Analizando un poco més (*), se tienen:

1. Si g, es verdad para cada z, para la que p, es también verdad, entonces
VaxelU:p, = q, es verdad.

2. Si hay, por lo menos, un valor de x para el cual p, es verdad y ¢, es
falso, entonces V x € U : p, = ¢, es falso.

En resumen, “para todo x € U, p, es verdadero”se simboliza por: “V x €
U : p,”. Ahora, notemos el siguiente ejemplo:

Sea U = {1,2,3,4}, existe en U un elemento cuyo cuadrado es 4. En simbo-
los se acostumbra a representar por:

JzcU: 2 =4,p, (p,:2°=4)
d se conoce con el nombre de cuantificador existencial.
Notemos que para este ejemplo la proposicion es verdadera.

Asi pues: “existe x € U tal que p, es verdadera’se denota por “Fx € U : p,”.

Otro ejemplo, hay un elemento en U que es mayor que todos los demds, asi,

FzeU)VyelU)(z>y), U=1{1,2,3,4}.

Esta proposicién es falsa.
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En general, la verdad o falsedad de proposiciones como las que hemos escrito
depende del conjunto Universo y de las operaciones definidas en éste.

Ejemplo. Averiguamos el valor de verdad de los siguientes enunciados:

p:VeeQ,dyeQ : 2x+y=0
q:dyeQVreQ : 2x+y=0

Para p:

Siz=1 Jy=-1:204+(-1)=0 (V)

Siz=-5 Fy=10:2(=5)+10=0 (V),

es decir, para cualquier z € Q existe y = (—2z) tal que 2z + y = 0, por
tanto p es V.

Para ¢: siy = % la igualdad 2x + % = 0 no se cumple V z € QQ, por tanto ¢
es F.

Negacién de cuantificadores. La regla general para construir la ne-
gacion de una forma proposicional es la siguiente: Los V se cambian por
3 y los 3 se cambian por V y después se niega la forma proposicional. La
negacion de la forma se construye mecanicamente del mismo modo como se
realiza la negacion de una proposicion.

Ejemplos.

.~ {VeelU3dyeU:z4+y=6=>c=y}=3ceUVyecU:
~[~(x4y)=5V(e=y)]|=3dxeUVyeU :z+y=5Ax#y

2. ~{VxeUVyeU3IJzelU(lz<y=z+z=y)}
=dexeUJyeUVzelU(lz<yAz+zF#y).
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1.5. Ejercicios Resueltos

1. Siendo p los precios son bajos y q los precios no suben, escribir en
lenguaje corriente las expresiones simbélicas siguientes:

a) ~gq d) ~pA~gq
b) pAg e) ~(pvV~q)
c) pPA~g
Solucion.
a) ~ q: los precios suben
b) p A q: los precios son bajos y los precios no suben
¢) pA ~ q: los precios son bajos y los precios suben
d) ~ pA ~ q: los precios no son bajos y los precios suben
e) ~ (pV ~ q): no es cierto que los precios son bajos o los precios

suben

2. Sean p tengo un loroy q tengo un gato, escribir en lenguaje corriente
y luego simplificar,

~ (~pV ~ (~@)A~ (~p)

Solucion.

Notemos previamente que:
~ (~pV ~ (v )N~ (v p) =~ [~ pV ~ (~q) V (~ p)]

lo cual se puede escribir como: No es cierto que no tengo un loro o no
es cierto que no tengo un gato o bien, no tengo un loro (*)

Simplificando,
~(~pV~ ()N~ (~p) = (PA~ O AP=EPA(~gAp) =

PAPA~qG =PAPA~qg=pA(~q)

Asi, (*) es equivalente a afirmar: tengo un loro y no tengo un gato.

3. Pruebe que:
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a) (pAgq) &~ (p=(~q)
b) [p=(qVr)s[pA(~q) =T
Solucion.

La haremos mediante tablas de verdad, luego:

a)

[ AND|le | ~(pr|=]|~9
VIVIVIVIV [VIF| F
VIFIFIVIF|V|V|IV
FIFIVIV|IFI|F|V| F
FIFIFIV|IFI|F|V| V
b)
p =@V IN|e|lp|Al~q|)=]r]
VIVIVIVIVIVIVIF|F |V ]|V
VIiVIVIVIF|IV|IVIF|F |V |F
vVIivVIiFIVIVIVIVIV|IV ]|V |V
VIF|F|F|F|V|VI|V|V ]| FI|F
FlVIVIVIVIV|IFI|IF|F| V|V
FIV|VI|V|FI|V|F|F| F|V I|F
FI\VIFIV|VIV|IFI|IF|V |V |V
FIV|F|F|F|V|F|F|l V|V I|F

4. Pruebe que:
a) [(a=b)ANDb=c)]=(a=c)
b) (a=b)=[(cVa)= (cVD)]
Solucion.

La haremos también por medio de Tablas de Verdad.
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)

[(a|=|0)|A|b|=|0]|=]|(a|=]|c)
viviviviviv{Iiv | IV |IVIV |V
VIVIVIF|\V|F|F |V |VI|F|F
VIF|F|\F|IFIV| VIV IV|V|V
VIF|\F|\F|F|\V|F |V |VI|F|F
FlIVvVIiVvIivV|IiVI VIV IV |F|V |V
FIV|IV|\FIV|F|F |V |F|V|F
FI\V I FIV|IFIVIVIVIF|V |V
F\WV|IF|\V|F|\V|F|V|F|V|F
b)
(a|=1b)|=|[(c|V]a)|=|(c|V]|D]
vivivivivivivivIiV|IiV|V
VIVIVIVIF|\V|IV|VIF|V|V
VIF|F|V |V IVIVIVIV|IVI|F
VIiIF|\F\V|IF|V|V|F|F|F|F
FIVIVIVIVIVIF|VIV|IV]|V
FI\VIV|IV|F|F|F|VI|F|V|V
FIVIFIV|IVIV|IF|VIV|IV|F
FIV|IF\V|F |F|F |V |F|F|F

Como se podra dar cuenta las pruebas mediante el uso de tablas de
verdad son sencillas, a modo de ejercicio Ud. puede verificar mediante
éstas, todas las pruebas de las propiedades del dlgebra de proposiciones
establecidas anteriormente.

5. Siendo p y ¢ proposiciones cualesquiera, la proposicién, (p = ¢q) <
[(pVq) < dl,

a) ;Es siempre verdadera?

. Es verdadera si y sélo si ¢ es falsa?

)
b) (Es verdadera si y sélo si p lo es?
¢)

)

d

. Es verdadera si y sélo si p y ¢ lo son?

Solucion.

Construyendo su tabla de verdad, tenemos:
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=9 el Vi ig|eld
VIivVIiVIiVvIiVvIiVIVIVI]V
VIF|F|V|VI|V|IF|F|F
FIV|V|VIF|VvIVIVI|V
FIVIF|V|F|F|F|VI|F

La tabla de verdad de esta proposicién nos indica que siempre es
verdadera (tautologia).

6. Pruebe, sin hacer uso de tablas de verdad, que:

a) pA(~q)=r=(~p)V(gVr)
b) (pA@)VrIA(~q)=(rA(~q))

Solucion.

a) Teniendo presente las propiedades del dlgebra de proposiciones
enunciadas anteriormente, tenemos:

(pA(~ q)) = r =~ (pA(~ @))Vr = ((~ p)Vg)Vr = (~ p)V(gVr).
=AY A(~ Q| V(rA(~q) =
=pA@A(~)IVIrA(~q)=pAFIV(rA(~q) =

)) = (r A (~q)).

7. ;Cual es la relacién que existe entre las proposiciones siguientes?:
p=[pA~(qVr)] v ~pV(~qh~r)

Solucion. Transformando la primera expresion, tenemos:
p=[pA~@Vvr)=(~pVpA((~gA(~r))] =
=[(~p)VoIA[(~p) V(v gh~ )] =V A~ p) V(v gh ~ )] =
=(~p)V(~vah~r).

Con lo que podemos afirmar que entre estas dos proposiciones hay

una relacion de equivalencia.

8. Se define A como la conjuncion negativa, es decir, pAq se lee ni p ni
q.
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a) Construya la tabla de verdad de pAg.
b) Pruebe que:
i) ~p=pAp
i) pVaq=(pAg)A(pAg)
iii) p A g = (pAp)A(gAq)
iv) (p=g)A~(pAq) =pAg

Solucion.

a) Nétese que pAq es verdadero si no es verdadero p ni lo es ¢, luego

p q pAg
vV V. F
vV F F
F VvV F
F PV
b) ) p_~p pAp

vV F F
F VvV Vv

ii) Pori) pVq=~ (pAq), por tanto,

p q pVq pAq ~ (pAqg)
VvV V F %
Vv F V F 1%
FV V F 1%
FF F V F

iii) Por i) es suficiente probar p A ¢ =~ pA ~ ¢

2

q pNqg ~pA~yq

RS ESINE S
< T SR

i
R
< T <
SR B
SRS B



Luis Zegarra A. Introduccién a la légica matematica y a la teoria de conjuntos 21

iv) pegh~PAqg) =[p=qNqg=p A(~pV~q)
(~pV@A(~qgVp)A(~pV~q)
(~pVQA[~qgV(PA~pP]=(~pVa) A(~q)
(~PA~ @)V (gA~ q) =~ pA~qg=~(pVq)
~ (~ (pAq) = pAq

9. Simplifique la siguiente expresién: [(~ p) V (~ ¢ < p)] = q.

nene e s

Nosotros usaremos que: (~ ¢ < p) = (~ ¢ = p) A (p =~ q). Usted
verifiquelo a modo de ejercicio, luego:

(~p)V(~g=p ANlp=>~q)]=¢q ycomoa=b=~aVb
~[~pV(gVp)A(~pV ~q)IVg=E~[(~pV g VpA(~pY ~q) Vg
=~ [(qV ~ p)VpA(~ pV ~ Q)]Vg =~ [gV(~ pVDP)A(~ pV ~ @)]Vg =
=~ [gVV A(~pV ~ @)l Vag=E~[VA(~pY ~q)]Vg=~(~pV~
q)Vq=
=@PAN)Ve=pPAgVIVAg={@VV)Ag=V Aqg=q

10. Simplifique las siguientes expresiones:

a) (pVaq) = (~pAq)
b) [(pAq)Vr]A(~q)
c)llp=q9=qd=@(Vq

Solucion.

a) ~ (pVYV(~cpAg = (~pAN~@QVI(~vpAg) =~ pA(~
qVq)=~pAV =~p.

b) (A VTN~ =@ADNAN(~qV(TA~q) =pA(gh ~
q) Vv (rA ~q)

=(pAF)VIrA~q) =FV (rA~q)=(rA~q).

o) lp=a=d=0Vey=~[p=9=q¢dVVye=

=~ [~ (~pVgVaVpVe=~[pA~q) Vg V(pVae =

=[~PA~ )N (~)IVPVe =[(~pVOA(~g]V(pVae =

[(~pA~ @V (A~ @IV (pVe) =[(~pA~qVF]V(pVe) =

=(~pA~V(pVg =~ pVgVpVey=V,

esto quiere decir que la proposicién es una tautologia.

o
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11. Sea A = {1,2,3,4} el conjunto universal. Determinar el valor de ver-
dad de cada enunciado:
a) Ve:x+3<6
b) Vo:2z?2—10<38
¢) Jz:22*+x =15
)

d)Jz:22>1=2x+2=0

Solucion.

a) Falso, porquesix =4:4+3=7+£6

b) Verdadero. 12—10 = —9 < 8;22-10 = —6 < §; 3?10 = —1 < §;
42 -10=6<8

c¢) Falso. No existe v € A: 222 + 2 =15
d) Verdadero, porquesiz=1:1>1=142=0,(F=F=V).

12. Negar los siguientes enunciados:

a) 3y ply) =V z(~ q())
b) Fa(~p(x)) VVzq(x)
¢) 3z Vy (p(z,y) = q(z,y))

Solucion.
a) 3y ply) = V x(~ q(z)) =~ (Fy ply)) VYV z (~ (g)), ahora
negando: ~ [~ (Jy p(y)) VV z(~ ¢(z))] =3 p( ) ATz q(z).
b) ~ [Fa(p(x)) VV x q(z)] =V 2 p(z) A Jz(~ q(z))
¢) ~[FaxVyp(z,y) = qlz,y)| =Va Iy~ [p(z,y) = q(z,y)] =
VaIy ~[~plz,y) Vel y)] =V Iyl yA ~q(z,y)).
13. Se sabe que:

Si Pedro no es alumno de la U.C. o Juan es alumno de la U.C., entonces
Juan es alumno de la U. Ch.

Si Pedro es alumno de la U.C. y Juan no es alumno de la U. Ch.,
entonces Juan es alumno de la U.C.
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Se desea saber en que universidad estudia Juan.

Solucion.

Sean p: Pedro es alumno de la U.C.
q: Juan es alumno de la U.Ch.
r: Juan es alumno de la U.C.

Sabemos que:
{{(~pVvr)=dAlpA~q) =T} =V
{[~(~pVr) Vg N[~ pA~qg) VTt =V
{[~(~pVvr)VaA[(~pVgVr} =V
{[~(~pVr)A(~pVr)Vet=V
[FVq=Veqg=V

Luego, Juan es alumno de la U.Ch.

14. Negar la siguiente expresion:

(Ve>0)(Fd>0)(0<|z—x0] <= |f(x)— L] <e)

Solucion.

Previamente:
(Ve>0)(Fd>0)(~(0<|z—m] <0)V|f(x)—{] <e)
ahora negando resulta:

(Fe>0)(V3>0)(0< |z — 0| <8 A|f(z)— €] > )

15. A partir del dlgebra proposicional, demostrar la validez del siguiente
argumento:

Si 2 es par, entonces 5 no es divisor de 9 por otra parte 11 no es primo
6 5 es divisor de 9. Ademas, 11 es primo. Por tanto, 2 es impar.

Solucion.

Sean:
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p: 2 es par
q: 5 es dividor de 9
r: 11 es primo

y el argumento se expresa por:

{lp=~N(~rVg]Ar)=~p

lo que es verdadero, pues:

{{p=~ N (~rValnr;
< A~ (~q) = (~p)] A (r=q)] Ar} contrareciproco

& {lg=~p)A[r=q Arl}
< {rA(r=q) A(q=~p)} conmutatividad
pero como 7 A (r = q) = q, (*) se tiene que:

= {¢ N\ (¢ =~ p} =~ p (hemos aplicado nuevamente (*))

16. Demuestre:

a) pVqg= (pV @A~ (pAq)
b) ~[p=r~(qV~p)< (PAq)

Demostracion.

a) Es simple, verificar mediante tablas.

b) Tenemos que:

~[p=~(gv~p)] & [PA(qV~pA~(g\~D)

& [pA(gV~p)A(~qVp)

e {lbrgVpA~p)]A(~qVp)}

& (PAYA(~qgVp) S pAlgNh(~qVDp)
=

pAllgh~q) vV (gADp) <= pA(gAp) & pig

1.6. Ejercicios propuestos

1. Siendo p: José es estudioso y q: Juan es estudioso, escribir en forma
simbolica:
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a) José es estudioso y Juan no es estudioso.

b) José no es estudioso y Juan es estudioso.

¢) José y Juan, no son estudiosos.

d) No es cierto que Juan o José sean estudiosos.
Respuestas.

a) pA(~ )

b) (~p) A

CﬂNPANq

d) ~(qVp)

2. En cual de sus significados estd “o” (no excluyente) en las siguientes

proposiciones:

a) Si gandse mucho dinero o ganara la loteria, harfa un viaje.
b) El lunes iré a la estacién de trenes o al terminal de buses.

c) r=36x=-2
Respuesta.En a)

3. Verificar, utilizando tablas de verdad, cudles de las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

a
b
c
d

pY ~ g;
~pVg;
(pAq)V(~pA~q);
(pV ~q) A (~pVa)

Respuesta.Son equivalentes a), ¢) y d).

)
)
)
)

4. Encuentre el valor de verdad de

[~ (=g AN (~pAQ]V (r=~Dp)

si p: el numero 2 es par, q es F'y r: los gatos tienen 5 patas.

Respuesta.V
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5. Construya las tablas de verdad de las siguientes proposiciones:

(p=q) = (¢=p)] < ®V~aq
pN(q V)
(~peq)
(~peq)

(pA~q) = (~pVaq)
[pA(~q=Dp)A[pe~q) = (qv~p)

a
b

c

e
S

6. Pruebe que son tautologias:

)
)
) ~
) ~
)
)

[pV(pAq) < p
(pAq) =~ (~pA~q)
(p=1q)

a)

)

) ¢ =
d) pAg)=re(p=r)V(g=r)
) p

)

)

b
e) p=lg= (pAq)
(p=(gAr) = (=9 Np=r1))
pV(pAglep

f
g

7. Probar las siguientes equivalencias:

a) pV(qvr) = (pVa)vr
pA(qyr) = (pAv)V(pAr)

8. Averiguar si son equivalentes las proposiciones:
wAg)=r vy [p=r)Al@=r1)
Respuesta.No.
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9. Encuentre el valor de verdad de: [(p = ¢) V (~pA Q)] A (r = ¢) si

a
b

)pesV,qgesV,resF

)
c)pesF,gesFyresF

)

p,rson F, gesV

d) si todas son verdaderas

10. Simplificar las siguientes proposiciones:

Respuestas.

a) F h) F
b) p ) ~p
) p=q v
d) Vv k) F
e) pVgq ) ~p
f) ~gq m) ¢
g) V

11. Derive a partir de las equivalencias elementales, las siguientes equiv-
alencias:
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a) (pANg)=r)=(p=r)V(g=r))
b) (p=qgNqg)=~p=q=~p

12. Demostrar sin el uso de tablas de verdad:

a) pV(pAqg)=p

b) pA(pVaq)=p

c) ~(pvVa)V(~pAg)=~p
d) ~(p=~q) & (PANq)

e) (pA~q)=r=~pV(qVr)
)

N Re=anp=0v{r=agr=)={pAr)= (¢rt)}

13. Exprese en simbolos l6gicos y después niegue las siguientes oraciones:

a) Todo multiplo de 4 es nimero primo.
b) Si 2 es par entonces todos los niimeros son pares.

¢) Todo ntimero mayor que 2 es la suma de dos niimeros primos.

14. Sea A ={0,1,2,3,4,5,6}. Escribir en simbolos y averiguar el valor de
verdad de:
a) Hay un elemento que es mayor que todos.
b) Existe un tnico elemento cuyo cuadrado es 4.

c) Para todos los elementos de A, sea x el elemento que sumado
1 unidad, siempre es mayor que cero entonces su cuadrado es
menor que 35.

d) Para cada elemento existe otro que es menor o igual que él.

15. Si las proposiciones a y b son tales que la proposicién ~ (aAb) = (aVb)
es verdadera, determinar el valor de verdad de (a Ab) V (a V b).

16. Sea A ={1,2,3,4,5}.
a) Hallar el valor de verdad de los siguientes enunciados

b) Negar estos enunciados:
1) (3ze€ A)(z+3=10)
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2) Ve e A)(x+3 < 10)
3) (zxeA)(x+3<5)
4) VxeA)(x+3<7)
5) Az e A)(z? —3x+2=0

17. Escribir en simbolos las siguientes expresiones. Considere como uni-
verso el conjunto de los niimeros naturales.

a) Todo niimero es mayor o igual que si mismo.

x sumado con algin niimero resulta x.

)
b) Si el nimero x es menor que y, entonces no es mayor que 9.
c)

)

d) El producto de x con y es mayor que x, y mayor que y.
18. ;Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas?

a) SipVq=F entonces ~ [(~ g = p)A ~ p| es una tautologia.
b) Es suficiente que pVgq sea falsa para que p y ¢ sean equivalentes.

¢) No es necesario que p sea verdadera y ¢ sea falsa para que [p V
(gN ~ p)]V ~ g sea verdadero.

Respuesta.a), b) y c) son verdaderas.

19. Demuestre las siguientes equivalencias sin uso de tablas de verdad.

a) (p=q) ={pA~4q) = q}

b) peq)=(~pe~q)

o) {p=@rr)}={p=0Np=r)}

d) {(pAg)=r}={pA~r)=~q}

e) {p= @A~ (qVr)}t=~pV(~gh~r)

f) [(~pVq@)V(~rA~p)=(qV~Dp)

20. Indique en cuéles de los siguientes casos p es condicién suficiente para
¢; y en cudles p es condicién necesaria y suficiente para .

a) p: A es miltiplo de 4
q: A es nimero par



Luis Zegarra A. Introduccion a la Iégica matematica y a la teoria de conjuntos 30

b) p: Ay B son pares,
q: A+ B es par.

Respuestas.
a) p es condicion suficiente para g pero p no es condicién necesaria

para q.
b) Mismas conclusiones para i).

21. Si las proposiciones compuestas

i) pe(~gv~r)y

ii) ~ pvq
son siempre verdaderas. Demuestre que la proposicién [~ rA(pVs)] =
sV q es también verdadera.

22. Negar las siguientes afirmaciones:

a) Vady (x+y=5=>y=—x)

b) VaVy [(x + y es impar) = (z es impar V y es impar)]
¢) JzVy(x<yAz?>y)

d) Ve Vy Jz@z<y=zx+z=y)

23. Averiguar el valor de verdad siendo U = R.

a) VeeR(x<0=2<3)

b) 3z €R (22 > 0= 2* = 2°)
c)VeeR IyeR (> +y? =1)
d)VeeRVyeR (y<z=2y<10)

Respuestas. a) V. b) V ¢) F d) F

24. Dada la proposicién, 8 no es impar divisible por 2, porque 9 no es
maultiplo de 3. Determinar el valor de verdad de la proposicion y ne-
garla.

Respuesta.Siendo p : 8 es impar, ¢ : 8 es divisible por 2 y r : 9 es
multiplo de 3, asi: ~r = (~ pAq).
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25. Dadas las proposiciones abiertas p(z) : 22 > z y (x) : > 0. Deter-
mine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
i) [p(z = a(D)] = [p(z) A g(2)]
ii) Ve eR:~p(x) =~ q(X)
26. Si la proposicion (pA ~ q) = (~ r =~ t) es falsa, determine el valor
de verdad de la proposicién (p At) = (rV q) = (u < v).
Respuesta.V

27. Demostrar:

a) Sin es pary m esimpar, entonces (n+m) es impar, n,m € N).
b) Sizy =0 entonces z =0V y = 0.

c¢) Si ab es impar, entonces a es mpar y b es impar.

28. Determine el valor de verdad de las siguienes proposiciones:

L22—-1 1
VzeR: = =3

JreR:22+2x+1<0
e) Ve eR: —22 +42—-5>0

)

b) dzeR: 2z =2z
)
)

29. Se define p*x q = [(pA ~ q) V (~ p A q)].

Mediante el dlgebra de proposiciones demuestre que el conectivo “A.°
distributivo con respecto a “x”pasa por la derecha.



